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PRÉFACE 



L'hydraulique, telle qu'on Tenseigne dans nos écoles d application , et 
notamment à TEcole des ponts et chaussées, où elle, a le plus d'impor- 
tance eu égard aux applications journalières que les ingénieurs des ponts 
et chaussées ont à en faire, comprend non seulement l'hydraulique pro- 
prement dite, c'est-à-dire la science de Féquilibre et du mouvement de$ eaux, 
mais encore tout ce qui concerne les fluides élastiques et, de plus, les 
moteurs hydrauliques. Tout cela est, en général, condensé dans un vo- 
lume unique et, dès lors, assez imparfaitement développé. On ny traite 
véritablement que le seul cas particulier du mouvement permanent ou 
a débit constant. Quant au mouvement à débit variable, qui est celui des 
rivières avec lesquelles l'ingénieur est le plus souvent aux prises, il n'y 
est même pas abordé, et il y a là une lacune évidente à combler. Je n'ai 
pas la prétention de le faire aujourd'hui, et par mes propres forces; car 
il y a, à ce point de vue, tout un nouvel édifice à élever : mon unique am- 
bition est d'y apporter une première pierre; d'autres, plus habiles que 
moi, viendront ensuite compléter l'œuvre. L'étude du régime des eaux 
ofi*re, du reste, assez d'étendue et assez de difficultés pour qu'elle mérite 
d'être traitée à pjirt, et tous les ingénieurs qui ont eu à s'en occuper 
savent quelles difficultés et quelles incertitudes cette matière comporte. 
Elle embrasse l'écoulement des eaux sous toutes ses formes; chaque mode 
d'écoulement comporte ses opérations et ses formules, et en employant, 
pour tel mode, une formule plutôt qu'une autre, ou , pour telle formule, 
un coefficient plutôt qu'un autre, on peut commettre des erreurs consi- 
dérables; rien n'est donc plus difficile ici que de calculer juste. 

Trailé d'hydraulique. — I. a 
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Uhydrauliqxie est, peut-être, la partie la plus dëlîcate deja science 
de ringënieur et certainement une de celles où la tbëorie laisse le plus 
à dësir^, et^ pour jauger des eaux courantes avec tant soit peu d'exacti- 
tude, dans telle ou telle circonstance donnëe, plus d'un ingénieur a été 
amené à se faire des formules empiriquei». C'est là que nous en sommes, 
il faut bien le reconnaître, et la théorie est encore très insuffisante, 
quoique, dans ces derniers temps, elle ait fait d'incontestables progrès, 
en posant ses opérations fondamentales sur un terrain nouveau. 

C'est en Italie que l'hydraulique prit naissance, et l'on peut dire qu'elle 
y remonte à l'époque romaine par ces chefs-d'œuvre pratiques de conduites 
d'eau qui pourraient encore servir de modèles aujourd'hui; mais elle 
n'était alors qu'un art absolument empirique, et c'est du temps de Galilée 
que date l'impulsion scientifique qui lui a été donnée. En France, ce 
n'est guère que du règne de Louis XIV, et de la création de l'Académie 
des sciences due à ce grand prince, que datent les progrès de l'hydrau- 
lique; mais les savants français, une fois entrés en scène, ne tardèrent 
pas à rivaliser avec ceux de l'Italie. 

Daniel BernouUi est le premier qui ait appliqué, dans son H^rod^-- 
namioay le principe de la conservation de la force vive d'Huygens è l'écou- 
lement des fluides. .D'Âlemberl, à qui il faut faire remonter l'hypothèse 
du parallélisme des tranches, produisit une théorie plus exacte que celle 
de BarnouUi; plus tard. Borda appliqua le principe des forces vives à 
l'hypothèse duinouvementdes fluides par filets indépendants; mais jusque- 
là rien de sérieux n'avait été produit pour estimer l'influence des frotte- 
ments. C'est l'ingénieur des ponts et chaussées de Chézy qui constata le 
premier la proportionnalité de la vitesse à la racine carrée de la pente 
de superficie dans le régime uniforme, et c'est le chevalier du Buat qui a 
le premier égalé la composante du poids d'une trancl|)e ayant pour lon- 
gueur l'unilé au frottement extérieur estimé par le produit de l'intensité 
du frottement, ou frottement sur l'unité de surface, par la surface ayant 
le périmètre mouillé de la section de la tranche considérée pour une de 
ses dimensions , et l'unité ou la longueur de la tranche pour l'autre, l'in- 
tensité du frottement étant regardée comme à peu près proportionnelle au 
carré de la vitesse. Les expériences de l'ingénieur des ponts et chaussées 
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Girard établirent plus tard d'une manière plus nette la loi de la proportion- 
nalitë du frottement au périmètre mouillé et au carré de la vitesse. C'est 
d'ailleurs Prony qui, en coordonnant les expériences de Couplet, Bossut 
et du Buat, a établi cette formule du mouvement uniforme sur laquelle 
nous avons tous si longtemps vécu, et c'est Navier qui montra le premier, 
dans ses belles leçons à l'École des ponts et chaussées, comment le prin- 
cipe des forces vives pouvait s'appliquer à la solution de la plupart des 
questions du mouvement des fluides., C'est avec l'hypothèse du parallé- 
lisme des tranches qu'il a établi ses calculs, et c'est cette hypothèse qui a 
conduit, il serait injuste de ne pas le reconnaître, aux formules les plus 
pratiques de l'hydraulique. La tendance actuelle de la science est d'aban- 
donner ces hypothèses pour leur substituer l'étude directe des actions 
moléculaires. Le travail que les forces sous l'influence desquelles se dé- 
termine le mouvement font subir aux particules du corps est le principal 
objectif de cette méthode nouvelle, dont il faut faire remonter l'origine 
aux grands travaux analytiques de Cauchy et aux leçons sur l'élasticité de 
Lamé. MM. de Saint-Venant et Boussinesq sont les géomètres qui ont 
poussé le plus loin, dans ces derniers temps, l'application de ces mé- 
thodes nouvelles aux questions d'hydraulique, et Y Essai de M. Boussinesq 
sur la théorie des eaux courantes , inséré aux tomes XXIII et XXIV du re- 
cueil des Savants étrangers, est certainement une des études les plus com- 
plètes qui aient été produites sur cette délicate matière. J'ai, de mon côté, 
été appelé, par les exigences mêmes des services qui m'avaient été con- 
fiés, à étudier d'une manière plus spéciale, et surtout au point de vue de 
la pratique, le mouvement des eaux à débit variable dans les réservoirs 
et les rivières, et les résultats de ces études ont été consignés dans trois 
mémoires insérés au tome XXI des Savants étrangers, et auxquels l'Aca- 

^ f 

demie des sciences m'a fait l'honneur d'accorder le prix Dàlmont de 1878. 
J'ai d'ailleurs présenté, à la fin de 1876, à l'Académie des sciences, qui 
en a voté l'insertion au recueil des Savants étrangers dans sa séance du 
1 6 mai 1881, un mémoire sur des expériences que j'avais fait faire au 
réservoir du Furens^^*, sur l'écoulement de l'eau par des orifices sous de 

^'^ Ce mëmoire est insërë ao tome XXVIII des Savants étrangers. 
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très grandes charges, expériences qui ont confirmé une des déductions 
importantes de la théorie de M. Boussinesq , à savoir que le coefficient 
de contraction restait constant pour les grandes charges, ou, pour mieux 
dire, pour de très grandes valeurs du rapport de la charge à la hauteur 
d'orifice. L'ensemble des études pratiques auxquelles je me suis plus 
spécialement livré présente quelques éléments qui pourront au moins 
servir à guider les ingénieurs dans la question si difficile du mouve- 
ment des eaux à débit variable , et à établir quelques points de repère 
dans cette partie toute nouvelle de l'hydraulique. 

Il me reste à ajouter que, lorsqu'un ingénieur a à étudier un cours 
d'eau pour en appliquer les ressources à l'industrie, à l'irrigation ou à la 
navigation, ou pour y faire des travaux défensifs contre les inondations, 
il ne suffit pas qu'il soit parvenu à en faire le jaugeage dans quelques 
cas particuliers et à établir ainsi quelques jalons de son régime; il faut, 
le plus souvent, qu'il connaisse ce régime dans tous ses détails et qu'il ait, 
par conséquent, à sa disposition une série continue de jaugeages qui 
puisse en réprésenter toutes les variations. On peut, pour le classement 
de ces jaugeages et pour l'usage à en faire, employer des méthodes plus 
ou moins exactes, plus ou moins commodes dans les applications. Il est 
bon d'établir quelques règles sur ce point, que personne n'a, que je sache, 
traité jusqu'ici, règles que chaque ingénieur est, dans l'état actuel des 
choses, obligé de se faire, après de longs tâtonnements, par sa propre 
pratique. Il est bon que ceux qui ont eu, comme moi, l'occasion de faire 
un grand nombre de ces sortes d^opéfations indiquent les résultats de 
leurs études, ne fût-ce que pour donner à leurs successeurs les moyens 
de mieux faire. 

L'ensemble des méthodeâ destinées k analyser le mouvement de leau 
est, d'après ce qui vient d'être exposé, une afi^aire assez importante pour 
faire l'objet d'un traité spécial, et, rompant avec les anciens errements, 
j'éliminerai de mon livre tout ce qui concerne les fluides élastiques, ainsi 
que l'utilisation des fluides pour le jeu des machines. Je ne parlerai donc 
ni des roues hydrauliques ni des machines à eau ou à air, toutes choses 
qui sont comprises dans la plupart des traités connus d'hydraulique, au 
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dëtriment du principal et véritable sujet, et qui trouveraient plutôt leur 
place dans un cours de machines. C'est, en définitive, Thydraulique pro- 
prement dite que je compte étudier, en donnant à cette étude toute 
rétendue qu elle me parait comporter, et je donnerai d ailleurs, chaque 
fois que cela me paraîtra nécessaire pour les faire bien comprendre, des 
applications des formules auxquelles je serai arrivé. 

Je ferai précéder mon traité d une introduction dans laquelle je rappel- 
lerai ceux des principes généraux de la mécanique dont j^aurai à faire 
plus particulièrement application , et je diviserai le traité lui-même en 
deux sections. La première traitera tout ce qui concerne la partie théo- 
rique; la seconde, la partie pratique. Cette seconde section sera ainsi 
affranchie des recherches purement théoriques et aura surtout pour but 
de faire, suivant les cas k traiter, un choix entre les formules établies 
dans la première. 

La seconde section (partie pratique) sera subdivisée en deux parties, 
dont la première traitera du mouvement permanent ou à débit constant; 
la seconde, du mouvement k débit variable, que j'appellerai mmivement 
non permanent. Enfin chacune de ces deux subdivisions de la partie pra- 
tique, mouvement permanent et mouvement non permanent, sera complétée 
par rindication des opérations de la pratique qui sy rapportent et par 
des applications des principes exposés à des questions de travaux publics, 
ce qui, tout en élucidant l'emploi des méthodes proposées, leur donnera 
un intérêt plus direct et rendra la lecture du livre moins aride. 

Il me reste k dire quelques mots sur la méthode que je compte em- 
ployer dans l'étude de la partie théorique de mon travail. Les démonstra- 
tions géométriques élémentaires que comporte la cinématique, telle 
qu'elle est enseignée aujourd'hui , ont le très grand avantage d'être à la 
portée de tout le monde et de permettre aux esprits les moins cultivés 
d'aborder les questions de mécanique; mais elles me paraissent très in- 
férieures k la méthode analytique, et je suis de ceux qui pensent que 
l'analyse seule peut, par ses immenses ressources, conduire, sinon à fixer 
rigoureusement les lois des phénomènes physiques, du moins à en donner 
des expressions assez approchées pour qu'on puisse les introduire utile- 
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ment dans la pratique. L'analyse seule peut d ailleurs faire comprendre 
la philosophie des questions , dont la cinématique fait une complète abs- 
traction , et la mécanique analytique restera toujours la seule que Ion 
puisse présenter aux personnes habituées aux hautes études. Je n^'ai donc 
pas hésité k en adopter les méthodes dans mon introduction; ce sont 
celles avec lesquelles j'ai été, pour ainsi dire, élevé ^*^, et auxquelles je 
me suis toujours très bien trouvé d'être resté fidèle. 

L'ouvrage que je présente aujourd'hui aux ingénieurs est le fruit d'un 
long labeur, rendu souvent très pénible par les exigences du service, qui 
ne m'ont jamais laissé, deux jours de suite, cette liberté d'esprit qu'il 
faut avoir pour suivre des études scientifiques. Je n'ai jamais pu y tra- 
vailler qu'à bâtons rompus, et si je n'avais eu l'idée fixe que ma longue 
expérience pût avoir quelque utilité pour les ingénieurs, j'aurais reculé 
devant ces obstacles de chaque instant. Tout ce que je demandais à Dieu, 
c'était qu'il m'accordât les quelques années qu'il me fallait encore pour 
mener mon travail à fin. Je comptais d'abord y comprendre le mouve- 
ment des fluides élastiques; mais à mesure que j'avançais dans mon 
étude, je voyais clairement que la question seule du mouvement des 
fluides incompressibles comportait déjà tant de développements, qu'une 
certaine confusion se serait nécessairement introduite dans les exposés, 
et j'ai fini par être convaincu qu'il fallait séparer les deux questions. Je 
traite aujourd'hui celle des eaux, c'est-à-dire l'hydraulique proprement 
dite. 

J'ajouterai, pour terminer, que, si j'ai cru nécessaire d'exposer, dans 
mon introduction, ceux des principes généraux de la mécanique dont j'ai 
eu à faire usage pour Thydrodynamique, je me suis borné à le faire 
d^une manière sommaire. C'est une revue méthodique destinée à faire 
comprendre l'esprit de ces principes plutôt qu'un ensemble rigoureux de 
démonstrations complètes, pour lesquelles je renvoie aux traités spéciaux 
de mécanique. J'aurais pu me borner à donner, comme l'ont fait plusieurs 
auteurs, une simple nomenclature de ces principes, avec leurs énoncés, 

^^) De mon temps on n'enseignait pas la dnëmatique à YÈcoh polytechnique. 
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et les rappeler ensuite purement et simplement, chaque fois que j'aurais 
eu h en faire application. Il m'a paru préférable d'entrer, à leur endroit, 
dans quelques développements susceptibles de les faire bien saisir, afin de 
dispenser le lecteur de recourir, à chaque instant, aux traités spéciaux , 
et de lui permettre de trouver, dans l'introduction même de mon livre, 
tout ce qu'il lui faudra pour comprendre parfaitement tout le reste de 
l'ouvrage. 
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INTRODUCTION 

ou REVUE DES PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

REVOE DES PRINCIPES GÉNÉRAUX DE STATIQUE. 



Article ^^ — Des forges coissidérees au point de vue de la statique. 

1. Définition et meêurè des forces. — Si nous ignorons la cause de la gravi- 
tation universelle, comme nous ignorons du reste celles de la moindre des 
merveilles de la création, nous savons du moins, et lexpérience nous le dé- 
montre tous les jours, que tout .corps matériel est pesant. C'est ce fait, incon- 
testablement établi, qui nous donne la première idée des forces, le poids 
étant la mesure de l'effort qu'il faudrait développer pour détruire l'effet de 
l'attraction de tout corps matériel vers le centre de la terre. L'unité de poids 
peut donc devenir, pour nous, l'unité de force. 

Toute force résulte, en réalité, de l'action réciproque de deux corps qui 
tend à modifier leur état de repos ou de mouvement, et chacun de nous 
porte, eu lui, un dynamomètre, dans ses muscles, qu'il est obligé de tendre 
plus ou moins pour équilibrer ou mettre en mouvement des fardeaux plus 
ou moins lourds. Nous constatons ainsi que nos forces musculaires peuvent 
équilibrer des forces extérieures et par conséquent leur servir de mesure. 
C'est ce qui arrive pour les instruments que l'on nomme dynamomètres; ils se 
composent en général d'un ressort qui se déforme plus ou moins suivant l'in- 
tensité des forces à l'action desquelles il est soumis. Le plus simple de ces in- 
struments est le pesany que tout le monde connaît, et que l'on gradue en lui 

Traité d*hydrauliqae. — I. i 
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appliquant des poids donnés. 11 peut servir ensuite à mesurer des forces, et 
donne immédiatement, par les indications de Taiguille sur le cadran gradué, 
les poids faisant équilibre aux forces, c'est-à-dire l'expression de ces forces 
en unités de poids. Nous pouvons donc avec raison adopter le kilogramme 
comme unité de force. Cette unité n'est d'ailleurs que relative; car on sait que 
le kilogramme est le poids d'un. décimètre cube d'eau distillée ramenée à son 
maximum de densité, c'est-à-dire à la température de 4 degrés centigrades 
au-dessus de zéro. 

Nous pouvons considérer, par une abstraction de l'esprit, la force évaluée 
en kilogrammes comme ayant, sur le corps soumis à sou action, un point 
d'application mathématique et agissant suivant une ligne droite rigide déter- 
minée par sa direction. C'est dans cet ordre d'idées, ahsoluinent abstrait^ que 
se démontrent les propositions principales de la statique. 

Dans la nature il n'existe pas de pareilles forces, et celles qu'on y rencontre 
sont toutes des forces réparties^ c'est>-à-dire agissant sur tout ou partie du vo- 
lume ou de la surface des corps. L'intensité d'une force répartie se mesure, 
non plus en kilogrammes d'une manière absolue, mais parle rapport entre la 
force exprimée en unités de force et le volume ou la surface sur lesquels elle 
se répartit exprimés en unités de volume ou de surface; de sorte que runité 
d'intensité d'une force répartie est V unité de force répartie sur t unité de volume ou 
de surface. Ainsi le poids d'un corps est une force qui se répartit sur son vo- 
lume, et l'unité de force serait le kilogramme par mètre cube, si le mètre cube 
est pris pour unité de volume. C'est l'unité de poids spécifique, et les poids 
des différentes espèces de corps se comparent par les poids de leur unité de 
volume. Il faut remarquer toutefois que, dans les tables qui donnent les poids 
spécifiques des différents corps, on se sert d'une unité particulière, qui est le 
poids d'un décimètre cube d'eau ramenée à la température de h degrés au- 
dessus de zéro. Le mètre cube d'eau pesant, à cette température, i,ooo kilo- 
grammes, il s'ensuit qu'il faut multiplier les chiffres donnés dans les tables 
par 1,000 pour avoir en kilogrammes le poids du mètre cube des différents 
corps auxquels ces tables s'appliquent. 

Les pressions et les frottements sont des forces réparties sur des surfaces et 
dont l'unité d'intensité est le kilogramme par mètre carré. 

On est conduit, par ce fait que le monde extérieur ne nous présente que 
des forces réparties sur des volumes ou des surfaces, à admettre qu'une force 
répartie sur un point serait infinie, et ce n'est, dès lors, que par une véritable 
abstraction que l'on peut être amené à considérer des forces finies exprimées 
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en unités de poids comme appliquées à des points et agissant suivant des 
lignes droites géométriques. 

La statique, qui n opère que sur ces forces abstraites, montre que Ton peut 
toujours les composer de manière à les remplacer, soit par une force unique, 
soit par un couple unique, soit par une force et un couple. 

Lorsqu'il s'agit de forces réparties, c'est-à-dire des forces réelles que l'on 
rencontre dans la nature et sur lesquelles doit opérer la mécanique appliquée, 
on peut toujours trouver une combinaison abstraite de forces et de couples 
qui soit équivalente à celle de ces forces réelles , et c'est dans cette recherche 
que se résument la plupart des questions de physique mathématique. 

Dans beaucoup d'applications de. la mécanique à l'art de l'Ingénieur, la 
seule force répartie que l'on ait à considérer est le poids des corps ou la force 
qui les attire vers le centre de la terre ; mais tous ces corps sont si petits par 
rapport à la terre, que l'on peut, sans erreur appréciable, ou du moins, avec 
des erreurs absolument négligeables dans la pratique, admettre que l'attrac- 
tion agisse sur les divers points d'un même corps suivant des directions paral- 
lèles. Il suit de ià que, dans les applications dont il s'agit, on n'aura en général 
que des forces parallèles à considérer. Or on sait qu'un système de forces pa- 
rallèles se réduit toujours à une force unique ou à un couple unique. Ce sont 
donc les applications de la mécanique aux questions de travaux publics qui 
doivent être, de toutes, les plus simples. 

Je ferai remarquer d'ailleurs que, le centre de gravité d'un corps étant le point 
par lequel passe la résultante de toutes les forces parallèles produites par la 
pesanteur qui agissent sur lui, ce système de forces réparties sur tout sou 
volume peut se remplacer par une force unique appliquée au point mathéma- 
tique du centre de gravité du corps et égale à son poids total ; et, si l'on a un 
système de corps, il en sera de même pour chacun d'eux, et l'on réalisera ainsi, 
par une opération des plus simples, l'hypothèse abstraite des systèmes de 
forces sur lesquels opère la statique. 

2. Pesanteur. — La pesanteur exerce son action d'une manière constante 
sur toutes les molécules des corps, quelles que soient la nature et la quantité 
de matière qui les composent. Une expérience bien connue constate ce fait 
avec la dernière évidence. Si l'on met dans un tube de verre des matières très 
différentes , comme des parcelles d'or, de bois , de plumes , et qu'on fasse le 
vide dans le tube, on voit, si l'on renverse le tube, toutes les parcelles tomber 
en s'accompagnant, et graviter par conséquent uniformément vers le centre 

1 . 
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de la terre, et, si nous avons journellement sous les yeux le spectacle de corps 
qui tombent plus vite les uns que les autres, cela tient uniquement aux effets 
de la résistance de l'air, qui est vaincue d'autant plus facilement que les corps 
contiennent plus de matière sous le même volume, c'est-à-dire qu'ils ont une 
densité f\us grande. On doit donc admettre que toutes les molécules d'un corps 
pesant sont sollicitées vers le centre de la terre par une force élémentaire qui 
est la même pour toutes. Ainsi qu'on l'a déjà fait remarquer plus haut, toutes 
ces forces élémentaires peuvent être regardées comme parallèles, et leur résul- 
tante est le poids du corps ; elle passe par son centre de gravité ^ et sa direction 
est lu verticale du lieu. 

Le poids d'un corps est absolument invariable dans un même lieUy et c'est 
encore là une raison de choisir, comme on l'a déjà fait plus haut, l'unité de 
poids pour unité relative des forces. 

Art. 2. — Composition et décomposition des forces. 

3. Composition des forces agissant sur la même direction. — Si l'on porte, sur 
les lignes suivant lesquelles sont dirigées les forces, des longueurs propor- 
tionnelles aux poids qui les mesurent, on ramène la question à représenter 
une force, en direction et en grandeur, par une ligne droite d'une longueur 
donnée. L'action d'une force sur un système r^ide auquel elle est appliquée 
demeure la même, en quelque point de sa direction qu'elle soit appliquée, 
pourvu que celte ligne droite soit elle-même rigide et fixée invariablement au 
système; d'où résulte que, lorsqu'un certain nombre de forces agissent suivant 
la même ligne d'action en des points différents de cette ligne, on peut toutes 
les transporter en un même point de la ligne , et alors elles s'ajoutent et se 
retranchent ; leurs expressions en unités de force prennent le signe + ou le 
signe — suivant qu'elles tirent d'un côté ou de l'autre de ce point, et leur 
résultante y ou la force unique qui, prise en sens contraire, leur ferait équi- 
libre, est égale à leur somme algébrique, les signes étant pris comme il vient 
d'être dit. 

4. Composition de deux forces concourantes. — Lorsque les directions de 
deux forces se rencontrent, leurs intensités sont représentées par deux lon- 
gueurs portées sur les côtés de l'angle des deux directions, à partir de son 
sommet, et l'on démontre, en statique élémentaire'*', que leur résultante est 

^'^ Celle proposition peut d^nilleurs aussi se démontrer par l'analyse. 
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représentée, en grandeur et en direction, par la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur ces deux côtés. Réciproquement, une force donnée peut 

toujours se décomposer en deux autres 
dont les directions font avec la sienne 
des angles donnés. 

Soient deux forces données P et Q 
(fig. i) faisant entre elles un angle 

PAQ=-=a+(S, leur résultante R sera 
représentée par la diagonale AR de 

leur parallélogramme, et l'on aura, 

entre ces trois forces et leurs angles, 

les relations suivantes, a et |S étant les angles que les directions des forces P 

et Q font avec celle de leur résultante R, 

R^ « p V Q V aPQ cos (a + /S), 




sina 

sin(a + jS) 



Q 



sin^ P 

sin(a + iS)^R* 



L'angle (a + j3) des deux forces étant donné, ces équations fixent la valeur el 
la direction de leur résultante. La première donnera, en effet, la valeur de H , 
et les deux autres donneront celles des angles a et (3 que sa direction fait avec 
chacune des deux forces. Ces équations montrent que la direction de la résul- 
tante reste la même, pourvu que le rapport des deux forces et leur angle reatml 
constants. 

Réciproquement, étant donnée une force R, ainsi que les angles a et^S que 
doivent faire avec sa direction les deux forces dans lesquelles on veut la 
• décomposer, on pourra immédiatement déterminer ces composantes P et Q, 
qui auront pour valeurs : 



p R sin /3 



Q = :t 



Rsina 



sin 



T5+^' 



11 est facile de voir par la figure i que, si Ton projetait les forces P et Q 
sur la direction de leur résultante, on aurait 

R = P cosa + Q cosjS. 

La résultante de deux forces concourantes est donc égale à la somme des projections 
de ces deux forces sur sa direction. On déduit de là, ce qui se voit d'ailleurs par 
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une construction géométrique des plus simples, que la projection de la résul-- 
tante sur une ligne droite quelconque est égale à la somme des projections de ses 
composantes sur la même ligne. 

On déduirait encore des équations posées plus haut 

R Q__' P 

sin(a + /3) sin a sin/S ' 

d'où résulte que deiuc forces concourantes et leur résultante oUj ce qui revient au 
même y trois forces concourantes en équilibre ^ sont telles que chacune des forces est 
proportionnelle au sinus de V angle formé par la direction des deux autres. 

Si les deux forces se rencontraient à angle droit, leur parallélogramme 
deviendrait un rectangle et l'on aurait 

et les formules précédentes deviennent alors, ainsi que cela résulterait d'ail- 
leurs directement du rectangle, 

s 

P = R cosa, Q = R sina, 
d'où 

p=tanga. 

Si les directions des deux forces coïncidaient, on aurait, suivant quelles 
agiraient dans le même sens ou en sens contraire, 

a+|5 = o 

« 

ou 

. . a + (3=l8o^ 

et la valeur générale de R donnée plus haut deviendrait, pour le premier 
cas , 

et, pour le second, 

R=P-Q. 

La résultante serait donc égale à la somme ou à la différence des deux forces, 
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suivant qu elles tireraient dans le même sens ou en sens contraire , ce qui est 

d'accord avec ce que nous avons vu au numéro 3. 

Dans le premier des deux cas particuliers que nous venons d'examiner, on 

aurait d'ailleurs 

a-o, /3 = o, 

et dans le second 

a=i8o% l3=o, 

et les rapports des composantes à la résultante se présentent sous la forme - • 

5. Composition £un nombre quelconque de forces concourantes. — Le théo- 
rème du parallélogramme des forces permet de composer un nombre quel- 
conque de forces appliquées au même point en en composant d'abord deux, 
puis leur résultante avec la troisième, et ainsi de suite de proche en proche; 
de sorte que la dernière résultante obtenue sera celle de toutes les forces, et 
si le polygone se ferme, la résultante est nulle et les forces se font équilibre. 
Le polygone peut d'ailleurs être plan ou non, suivant que les forces sont, ou 
non, dans le même plan. 11 est facile de voir qu'ici, comme pour le cas de 
deux forces traité plus haut, la projection de la résultante sur un axe quelconque 
est encore égale à la somme des projections des composantes sur le même axe, 
en d'autres mots, quen projection sur une droite quelconque ^ la résultante est 
égale à la somme des composantes. Ce principe devient ainsi absolument général. 

6. Composition de trois forces rectangulaires. — Le cas de trois forces dont 
les directions sont rectangulaires mérite une attention spéciale, car il conduit 
à estimer les forces au moyen de leurs composantes suivant trois axes rectan- 
gulaires des coordonnées auxquels sont déjà rapportés nécessairement leurs 
points d'application dans le système rigide sur lequel elles agissent. 11 est facile 
de voir, d'après ce qui vient d'être dit au numéro précédent, que'trois forces 
rectangulaires, représentées en grandeur et en direction par trois longueurs 
portées sur les axes à partir de l'origine, ont pour résultante la diagonale du 
parallélipipède construit sur ces trois lignes, et, si l'on désigne par X, Y, Z 
les trois forces agissant suivant les axes des x^ des y et des z, par a, (S, y les 
angles que leur résultante F fait avec ces mêmes axes, on aura, d'après la 
figure du parallélipipède , les relations suivantes : 

f'=x'+yVz^ 

X -= F cos a, Y =« F cos |3, Z = F cos y, 
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d'où résulte la condition connue du parallélipipède : 

« 

cos a + cos j3+cos y=i. 

Les trois composantes X, Y, Z de la force F suivant les trois axes ne sont, 
comme on le voit, autre chose que les projections de la force sur ces axes. 
Etant donnée une force F, on obtient donc immédiatement ses composantes 
suivant les trois axes en la multipliant par les cosinus des angles qu elle 
forme avec ces axes, et, réciproquement, trois forces rectangulaires X, Y, Z 
étant données, on obtient immédiatement leur résultante, en grandeur, par 
la relation 



et, en direction, par les relations 

X Y Z 

cosa = -p> cos^=p» cosy=H- 

7. Composition des forces parallèles. — Si d'un point quelconque delà direc- 
tion de la résultante de deux forces concourantes (Gg. i) (prenons le point R, 
pour ne pas compliquer la figure) on abaisse des perpendiculaires Rm, Rn sur 
les directions des deux forces, on aura, d'après les relations géométriques de 
la figure, par les deux triangles semblables PmR etQwR, 





Rm PR Q 




R« m T 


d'où l'on déduit 






RmxP = RnxQ. 



Le produit d'une force P par la perpendiculaire Rm abaissée d'un point fixe R 
sur sa direction est ce qu'on appelle le moment de la force par rapport à ce 
point. C'est la mesure de l'énergie avec laquelle la force tend à faire tourner 
autour du point fixe le système auquel elle est appliquée. On voit, d'après 
cette dernière relation, que, si l'on prend les moments de deux forces concour 
rantes par rapport à un point situé sur la direction de leur résultante, ces 
deux moments sont égaux, ce qui démontre immédiatement le principe du 
levier, dans lequel les forces sont en raison inverse de leurs distances au point fixe. 
On déduit aussi de là tout ce qui concerne la composition des forces paral- 
lèles. Il suffit, pour cela, de supposer que le point de rencontre A des direc- 
tions des deux forces concourantes s'éloigne à l'infini, celles-ci devenant alors 
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parallèles à la direction AR (fig. i) de la résultante. On aura pour ce cas 
particulier 



ou 



a=l8o^ /3 = o, 



et Téquation générale 



.2 



donne 



r«p^ + Q^+2PQcos(a + |3) 
R=P + Q 



pour la première combinaison et 

R = P-Q 
pour la seconde. 

La rémltante de deux forces parallèles est donc égale à leur somme ou à leur 
différence suivant quelles agissent dans le même sens ou en sens contraire. 

Les forces P et Q, devenues parallèles à R par suite de Téloignement à 
Tinfini du point A (fig. i), peuvent être considérées comme appliquées main- 
tenant aux extrémités m' et n' de la perpendiculaire mV à la direction AR de 
la résultante, la longueur Rm' étant prise égale à Rm et la longueur Rn' égale 
à Rn, et le point d application R de la résultante est fixé sur la ligne mV de 
telle sorte qu il la divise en parties inversement proportionnelles aux intensités 
des deux composantes P et Q. Si donc on considère le système de deux forces 
parallèles et leur résultante^ cell&^ est égale à la somme algébrique des deux compo- 
santes et les points ^application des trois forces sur une ligne perpendiculaire à leur 
direction sont placés de telle sorte que chacune de ces forces est proportionnelle à la 
partie de cette ligne comprise entre les deux autres forces. 

On déduirait immédiatement de là que, si sur une perpendiculaire mV 



n *" 


Fig. a. 

K 1 


i' 


1 


1 


R 


m 



(fig. s) à la direction de deux forces parallèles P et Q on prend les moments 

Traité d^hydraulique* — I. a 
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de la résultante et de ses composantes par rapport à un point quelconque , 
situé sur cette perpendiculaire, on aura 

RxOK = PxOm' + QxOn', 

c'est-à-dire que le moment de la résultante pris par rapport à un point quelconque 
d^nne l^ne perpendiculaire à la direction des forces est égal à la somme des moments 
des composantes pris par rapport au même point. 

On peut, d'après ce qui vient d'être dit, composer un nombre quelconque 
de forces parallèles. li suffit pour cela de déterminer d'abord la résultante de 
deux de ces forces, de composer ensuite cette résultante avec la troisième force, 
et ainsi de suite; de sorte que la résultante finale du Systems de forces sera égale- 
à la somms algébrique des forces dont les signes seront déterminés par le sens dans 
lequel elles tirent ^ et que son point é^ application se déterminera par la condition que 
le moment de cette résultante, pris par rapport à un point quelconque dune ligne 
perpendiculaire à la direction des forces ^ soit égal à la somme des moments de chacune 
des forces pris par rapport au même point. 

On déduirait immédiatement de là que réquUibred'un système de fœxes paral- 
lèles, en nombre quelconque, exigerait que la somme algébrique des forces fût nulle, 
ainsi que la somme algébrique de leurs moments par rapport à un point quelconque 
dune ligne perpendiculaire à leur direction. 

8. Des couples et de leur composition. — La composition de deux forces paral- 
lèles et de sens contraire qui donne une résultante égale à leur différence 
conduit, dans le cas où les deux forces sont égales t à un cas singulier. Dans ce 
cas, en effet, la résultante R devient nulle « D'un autre côté, le théorème des 
moments donne, si nous désignons par x^ x x les distances des forces R, P 
et Q au point fixe par rapport auquel on prend les moments, 

R.c ««Pa? -^Ox , 
d'où 

X =«— ^^ — 2, 

d'où l'on déduit, puisque P = Q par hypothèse, 

V(Xp-Xq) 

r R 
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ou , 8i / désigne la dislance entre les forces P et Q , 






Celle expression, pour R = o, devient infinie. Ainsi, dans le cas de deux 
forces parallèles égales et de sens contraire, la résultante est nulle et son point 
d'application placé à Finfini; ou, plutôt, un pareil système, qui constitue ce 
qu'on appelle un œupky n'a pas de résultante. 11 semble donc, au premier abord 
que ce cas singulier ne puisse conduire à rien, et tout le mond« sait, cepen- 
dant, quel immense parti Poinsot à su tirer des couples, dont il a le premier 
introduit 1 usage dans la statique. 

Le produit VI de la force par la dislance qui sépare les deux directions des 
forces égales et contraires du couple ou le produit de la force par le bras de 
levier est le moment du couple. La force étant exprimée en kilogrammes et le 
bras de levier en mètres, le moment est exprimé en kilogrammètres. Il est la 
mesure de l'énergie avec laquelle le couple tend à faire tourner le plan dans 
lequel se trouvent ses deux forces. L'action du i^ouple sur ce plan matériel ne 
peut être équilibrée par une force unique ; c'est une action sui generisy qui 
ne peut être équilibrée que par celle d'un autre couple. Elle tend à faire 
tourner le plan du couple, tandis qu'une force unique tendrait à le déplacer 
dans le sens de la direction de cette force. L'action d'une force ne pourrait 
annuler celle d'un couple que si la force était dans le plan du couple et 
qu'un point de ce plan devînt fixe ; car alors le pian ne pourrait plus prendre 
de mouvement de translation, et l'action de la force tendrait à le faire tour- 
ner autour du point fixe. Cette rotation pourrait, dès lors, détruire celle' du 
couple, pourvu qu'elle eût lieu en sens contraire; l'action du couple serait 
mesurée par son moment P/, qui est absolument indépendant du point fixe, 
et celle de la force par son moment F/\ /' étant sa distance au point fixe, et 
l'équilibre aurait lieu si l'on avait 

Pi^Fr, 
d'où 

Il suffirait donc, pour faire équilibre au couple, de placer la force à la distance 
/' du point fixe donnée par cette dernière expression , distance qui serait d'au- 
tant plus grande que la force F dont on pourrait disposer serait plus petite. 

L'action d'un couple étant de faire tourner son plan autour de tout axe qui 
serait perpendiculaire à ce plan, il en résulte que Ton peut choisir arbitraire- 

9. 
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ment le point de l'espace par lequel doit passer cet axe. Nous appellerons donc 
axe d'un confie la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque, pris pour 
origine, sur le plan du couple, et nous supposerons qu'un observateur se place 
suivant cet axe de manière à regarder le plan du couple. Dans celte position , 
il verra ce plan tourner dans un certain sens, et, s'il se place ensuite, tou- 
jours sur l'axe, mais de l'autre côté du plan du couple, il le verra tourner en 
sens contraire. Si l'on convient donc de considérer toujours celle des deux 
parties de l'axe pour laquelle la rotation paraîtra s'exécuter comme celle des 
aiguilles d'une montre, c'est-à-dire de gauche à droite, on pourra toujours, un 
couple étant donné , déterminer le sens ou le signe de sa rotation. Il suit de îà 
qu'un couple est entièrement défini par son intensité mesurée par son moment 
et par la direction de son axe; de sorte que, si l'on porte sur cette direction 
une longueur représentant le moment du couple, on est absolument ramené 
à la représentation graphique des forées que nous avons indiquée plus haut, 
et le couple résultant de deux couples donnés est, dès lors, représenté par la 
diagonale du parallélogramme construit sur les deux lignes représentant les 
moments et faisant entre elles les angles des axes de ces couples. Les couples 
se composent donc d'après les mêmes règles que les forces, et, si l'on suppose 
les axes de trois couples rectangulaires entre eux, le couple résultant sera la 
diagonale du parallélipipède rectangle construit sur ces trois axes. 

Si nous désignons par C^^ C C^ les trois couples composants dont les axes 
sont dirigés suivant les trois axes rectangulaires des coordonnées a;, y, z, et 
par X, fi, y les angles que l'axe du couple résultant C fait avec ces axes, on 
aura 

C *=CcosX, C — Ccosjx, C *=Ccosy« 

Les couples composants C^ C C^ ne sont autre chose que les projections du 
couple G sur les axes, de sorte qu'ici comme pour les forces, un couple étant 
donné , on peut immédiatement le décomposer en trois couples rectangulaires , 
et, réciproquement, trois couples rectangulaires étant donnés, on obtient leur 
couple résultant, dont la valeur est déterminée par la formule 



c»\/c:+c;+c^ 



et la direction par les relations 



= — 5 cosjx=i^, cosy'^^* 
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9. Moments iune force. — Nous n'avons jusqu'ici considéré les moments 
des forces que par rapport à un point fixe, et le moment a été défini comme 
étant le produit de la force par la perpendiculaire abaissée du point fixe sur 
cette force, la rotation autour du point fixe tendant à se faire dans le plan 
déterminé par ces deux lignes. Considérons maintenant un axe fixe, et voyons 
quelle sera l'expression du moment d'une force pris par rapport à cet axe. Si 
la direction de la force est située dans un plan perpendiculaire à l'axe, la 
rotation autour de l'axe tendra à se faire dans ce pian, et le moment de la 
force par rapport à Taxe sera le produit de la force par sa plus courte dislance 
à l'axe, cette distance n'étant pas autre chose, d'ailleurs, que la longueur de la 
perpendiculaire abaissée du point d'application de la force sur l'axe. Lorsque 
la force n'est pas située dans un plan perpendiculaire à Taxe, on peut la 
décomposer en deux autres, Tune parallèle à Taxe et l'autre située dans un 
plan perpendiculaire à l'axe, qui n'est autre chose que la projection de la force 
sur ce plan. 

Le moment d! une force par rapport à un axe fixe est donc le produit de la force 
par sa projection sur un plan perpendiculaire à Taxe, et ce moment est dès lors 
égal au moment de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à 
Taxe pris par rapport au point où cet axe rencontre le plan de projection. 

Ces définitions données, si l'on désigne par x, y, z les coordonnées du point 
d'application de la force F faisant les angles a, |3, y avec les axes rectangu* 
laires des coordonnées et dont les composantes sont X»Fcosa, Y=»Fcos|3, 
Z«Fcosy, on trouvera facilement les valeurs des couples C^ C C^, qui seraient 
ici pour la force F 

C^ = F (y cos y — z cos §) , 

C ■=F(3;cosa — aîcosy)^ 

C, = F (aï cos ^ — y cos a) , 
ou bien 

G ^Xz-Zx, 

9 

10. ùmvposxtion i^un sytlèiM quelconque de forces. ^- Considérons mainte- 
nant un nombre quelconque de forces appliquées, en divers points d'un 
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système matériel rigide. Luae quelconque de ces forces pourra être rem- 
placée par une force parallèle de même intensité et de même sens appliquée 
à un point arbitrairement choisi dans l'espace, pourvu que ce point soit lui* 
même invariablement lié au système rigide considéré, et par un couple dont 
l'une des forces sera la force donnée et l'autre une force parallèle égale et de 
sens contraire à cette force et appliquée au point arbitraire dont il vient d'être 
parlé; cela se démontre immédiatement en appliquant à ce point deux forces 
égales à la force donnée et de sens contraii^e , ce qui ne change pas les condi- 
tions du système, puisque ces deux forces se détruisent. 

Si l'.on applique la transformation que nous venons d'indiquer à toutes les 
forces agissant sur le système, elles seront remplacées par ces mêmes forces 
transportées toutes parallèlement à elles-mêmes au point arbitraire et par un 
nombre égal de couples. On aura, dès lors, un système de forces concou- 
rantes en ce point et un système de couples dont les axes se rencontreront en 
ce même point, et l'on arrivera facilement, en employant les procédés de com- 
position établis pour ces deux cas dans ce qui précède, à une résultante 
unique des forces et à un couple résultant unique des couples. Tout cela se 
simplifie d'ailleurs beaucoup en prenant le point arbitraire pour origine des 
coordonnées rectangulaires et en décomposant chaque force et chaque couple 
suivant les trois axes des x, y, z; les résultantes partielles des forces suivant 
les axes sont, dans ce cas, la somme algébrique des composantes suivant les 
mêmes axes, les signes des composantes étant déterminés par leurs directions 
sur les axes, par rapport à l'origine. Il en est de même des couples résultants 
partiels, qui seraient la somme des couples composants partiels, les signes de 
ceux-ci étant déterminés, comme on l'a expliqué plus haut (n** 8), par le sens 
de la rotation autour des axes considérés par rapport à la même origine. Il 
suffit ensuite de composer ces résultantes et ces couples résultants partiels 
pour avoir la résultante totale et le couple résultant total Désignons par R^, R , R^ 
les résultantes partielles des composantes X, Y, Z suivant les axes des X;, y, z 
des forces F, et par M^, M , M^ les moments résultants partiels des moments 
des couples composants suivant les mêmes axes, nous aurons, en désignant 
par 2 le symbole d'une somme algébrique, 

R «SX, 

R -2Y, 

y 

R-SZ, 
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M^=SC,-.S(Zy-Yz), 
M -2C -S(Xz-Za;), 
M^-SG^-S(Ya;~Xy). 

Si Ton désigne par R et M la résultante et le couple résultant de chacun de 
ces deux groupes, on arrive, par la simple application du parallélipipède , aux 
relations suivantes, qui déterminent la force et le couple auxquels se réduisent 
finalement toutes les forces agissant sur le système rigide considéré : 

R»=R^ + Rj + Rj, 

Si Ton désigne d'ailleurs par a^, |S^, y^ et par X^, ft^, p^ les angles que font, 
avec les trois axes rectangulaires des coordonnées, les directions de la résul- 
tante et de Taxe du couple résultant, on aura, pour déterminer ces directions, 
les relations suivantes : 



cosa^--g-, cos^^=-^, cosy^-j^, 

m 



cosX «Vf» cosa «TT» cosv =Tr 



1 1 . Condition pour qu'il y ait une résultante uni^. — Pour que la résul- 
tante R et le couple résultant M puissent se réduire à une seule force, il faut 
que Taxe du couple soit perpendiculaire à la direction de la force, ce qui 
entraine la condition 

cosa cosX +cosjS cosa +co8y cosy =«o, 

OU, eu égard aux valeurs des cosinus indiqués dans le numéro précédent, 

(a) R^M,+R,M^ + R,M,-o, 

OU bien encore 

SX2(Zy-Yz) + SYS(Xz-Za?) + SZS(Ya?-Xy)-o. 

Le système de forces considéré ne pourra donc se réduire à une force 
unique que si ces forces satisfont à Téquation de condition (a) que nous 
venons de poser. 



/ 
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ART. 3. — Conditions d'équilibrb d>un système de forces. 

12. Équilibre (Fun système quelconque de forces, — Pour arriver à Texpres- 
sion des conditions d'équilibre d'un système quelconque de forces, il suflit 
d'exprimer que la résultante R et le couple résultant M, auxquels on peut 
toujours ramener un pareil système, et que nous avons donné au numéro lo 
les moyens de déterminer, sont nuls; on a donc 

R = o, 
M = o, 

équations qui, d'après les valeurs de R^ et M^ données au numéro lo, en- 
traînent les deux systèmes d'équations indiqués ci-après : 



ou 



bien 



R =0, 

X ' 


R = 

y 


= 0, R =0, 


M =0, 

X ' 


M = 

y 


= 0, M «o, 

' 2 ' 


SX-o, 




/2(Zy-Yz)-o, 


(A) SY = o, 




(B) S(X2 Zj:)=o, 


(2Z = o. 




. (2(Ya.-Xy)=o. 



Telles sont les conditions d'équilibre d'un système rigide et inextensible solli- 
cité par des forces quelconques. Le système d'équations (A), dit équations de 
translation y exprime qu'il n'y a aucun mouvement de translation possible sur 
trois axes rectangulaires, ce qui entraîne nécessairement la condition qu'un 
pareil mouvement n'est possible sur aucune ligne passant par l'origine des 
coordonnées. Le système B, dit équations derotation^ exprime qu'il n'y a aucun 
mouvement de rotation possible autour de trois axes rectangulaires, ce qui 
entraîne l'impossibilité de la rotation autour d'une ligne quelconque passant 
par ce même point fixe de l'origine. 

Le système des trois équations de rotation petit s'écrire aussi, comme on 
l'a fait plus haut, ainsi qu'il suit : 



M 

X 


— 0, 


M 

y 


— 0, 


M 


■=0, 
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et M^ M M^ seraient les projections sur les trois axes des coordonnées de 
Taxe du moment de l'une (juelconque des forces, en nommant, avec M. Résal, 
axe du moment d'une force F par rapport à un point fixé 0, qui est l'origine 
des coordonnées dans les calculs précédents, la longueur représentative de 
ce moment portée sur une perpendiculaire en au plan de la force et de ce 
point. On voit immédiatement ici que les axes des moments ne sont autre 
chose que ceux des couples dont il a été question dans ce qui précède. 

Les trois équations de rotation (B) signifient donc qu'en représentant les 
moments comme il vient d'être dit, et en considérant ensuite comme des forces 
les axes de ces moments, la résultante de toutes ces forces est nulle, soit, si 
l'on veut employer le symbole le plus général , 

* 

SM =0, 

tt 

M^ désignant la projection de l'un quelconque des moments sur un axe quel- 
conque ti; il faut donc que la somme de toutes ces projections soit nulle. 

En résumé, puisque, dans le cas d'un système matériel invariable, les con- 
ditions écrites plus haut sont nécessaires et suffisantes pour assurer son équi- 
libre, et si l'on rejette d'ailleurs toute hypothèse de déplacement incompatible 
avec les liaisons du système, les forces X, Y, Z étant, dans ce cas, uniquement 
des forces extérieures, on peut énoncer les conditions d'équilibre d'un système 
indéformable de la manière suivante : 

1® Les forces extérieures transportées à r origine se font équilibre, ou, en (F autres 
termes y en projection sur un axe quelconque les forces s'équilibrent; 

2° Les axes des moments des forces se font équilibre ^ tous ces axes étant pris, 
d'après la convention, comme passant par l'origine, ou, en d'autres termes, 
en projection sur un axe quelconque les axes des moments s'équilibrent. 

Le premier de ces deux principes est celui de Y équilibre statique de translation, 
le second celui de Yéquilibre stcUiqite de rotation. 

13. Principe des vitesses virtuelles. — Nous sommes arrivés aux principes 
précédents par les simples considérations de la statique élémentaire; mais ils 
résulteraient, analytiquement, d'un principe général connu sous le nom de 
principe des vitesses virtuelles, et dont l'équation suivante est le symbole : 

(b) 2Fcos(F,&)&-o. 

Dans cette équation, Ss indique un déplacement infiniment petit quelconque, 

« 

Traité d^hydraulique. — !• .3 
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mais compatible avec les liaisons du système, et F, une force quelconque du 
système, à l'exclusion des forces de liaison. 

Le principe des vitesses virtuelles remonte à Galilée, mais c'est Jean Ber^ 
noulli qui lui donna le premier sa précision , en l'énonçant de la manière sui- 
vante : cr Lorsque des forces quelconques sont en équilibre sur un système de 
points matériels assujettis à certaines liaisons, si l'on conçoit ce système déplacé 
infiniment peu, en satisfaisant à ces conditions de liaison, la somme des pro- 
duits de chaque force par le déplacement de son point d'application projeté 
sur la direction de cette force, ou la somme des moments viriwlsj sera égale à 
zéro, en regardant «omme positives les projections qui sont dans le sens des 
forces et comme négatives celles qui sont ep sens contraire, t) 

Bernoulli se contenta de donner cet énoncé du principe sans le démontrer. 
Il fut démontré, pour la première fois, par Varignon, dans le siècle passé, 
mais seulement pour des cas particuliers. Lagrange admit, dans la première 
édition de sa Mécanique analytiqtLey ce principe comme étant, pour ainsi dire, 
un axiome de mécanique qui pouvait conduire à la formule générale renfer- 
mant tous les problèmes d'équilibre. C'est Fourier qui donna la première 
démonstration générale du principe des vitesses virtuelles, et Lagrange en 
donna une aussi dans la deuxième édition de sa Mécanique analytique. Depuis, 
le principe s'est vulgarisé, et l'on en trouve des démonstrations dans tous les 
traités de mécanique dite i^alionnelle. Ce mot rationnelle y ainsi employé, me 
choque toujours, je le dis très franchement ici, attendu qu'il ne s'applique 
réellement pas à la chose, et je ne vois vraiment pas pourquoi, à la dénomi- 
nation de mécanique analytique, si juste et si claire, on a substitué cette déno- 
mination vague et prétentieuse de mécanique rationnelle. 

Le principe des vitesses virtuelles étant admis, on peut, par des opérations 
purement analytiques, en tirer les équations générales de l'équilihre d'un 
système quelconque de forces, auxquelles nous sommes arrivés plus haut par 
les simples considérations de la statique élémentaire et en partant du seul 
théorème du parallélogramme des forces. Ce serait allonger sans profit cette 
introduction que de donner ici cet exercice d'analyse, et je me borne à indi- 
quer le fait. 11 me suffit pour constater que le principe des vitesses virtuelles 
est le principe fondamental de la statique, et qu'il suffit à lui seul pour résoudre 
toutes les questions d'équilibre. Je me bornerai à démontrer que l'on peut 
tirer de ce principe le théorème du parallélogramme des forces qui a servi 
de base à tout ce qui a été établi plus haut. 

Considérons (fi g. 3) un levier dont P et Q seraient les forces, A le point 
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fixe. AB=>/ et ÂG»/' sont les longueurs des perpendiculaires abaissées du 
point A sur les directions des forces. 

Le seul mouvement que puisse prendre ce système, sans modifier ses liai- 

Fig. 3. sons, est un mouvement de rota- 

tion autour du point A. Si l'on 
imprime à ce système un déplace- 
ment angulaire S(o très petit dans 
le sens de laction de la force P, 
le déplacement dans le sens de 
cette force sera ISco, et le déplacement corrélatif pour la force Q sera — tSœ. Le 
principe des vitesses virtuelles représenté par l'équation (b) conduit immé- 
diatement, dans le cas particulier qui nous occupe, à la relation 




d'où 



PlSto^QrSco^o, 



p/=Qr 



Fig. à. 



Cette équation exprime l'égalité des moments des forces pris par rapport au 

point fixe, condition connue de l'équilibre du levier. 

Considérons maintenant trois forces P, Q, R situées dans le même p]an 

(fig. /i) et appliquées en un point M, et supposons ces forces en équilibre. Sur 

la direction MR' de la force R prolongée, prenons un 
point A et, de ce point, abaissons les perpendiculaires 
AB, AG sur les directions des deux autres forces. Le 
levier BAC peut être considéré comme invariablement 
lié au système des trois forces en équilibre sans que 
cet équilibre soit troublé. Or on peut, dans ce nouveau 
système, supprimer la force R sans que l'équilibre cesse 
d'exister, puisque cette force est détruite par la résis- 
tance du point fixe A. Les deux forces P et Q se font 
dès lors équilibre sur le levier BAC , d'où résulte , d'après 
ce qui vient d'être démontré tout à l'beure au mojen 
du principe des vitesses virtuelles, que les deux lignes 
AB , AC sont inversement proportionnelles aux forces P 
et Q, ce qui place nécessairement le point A sur la 

diagonde du parallélogramme construit sur ces deux forces et démontre que 

leur résultante R' est représentée en direction par cette diagonale. 

3. 




) 
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Chacune des trois forces en équilibre est égale et contraire à la résultante 
des deux autres dirigée suivant la diagonale de leur parallélogramme; ces 
trois forces sont entre elles comme les côtés d'un triangle formé par trois 
lignes respectivement parallèles aux directions de ces forces, et chaque force 
est proportionnelle au sinus de l'angle compris entre la direction des deux 
autres, comme nous l'avons déjà établi au numéro Ix. 

On voit, par ce qui vient d'être dit, que le principe des vitesses virtuelles^ 
duquel se déduit celui du parallélogramme des forces , conduit effectivement à résoudre 
toutes les questions d'équilibre des forces et quon peut y dès lors, le considérer avec 
raison comme renfermant toute la statique. 

là. Cas des forces parallèles. — 11 nous reste maintenant à examiner le cas 
où toutes les forces du système sont parallèles. La direction de toutes ces forces 
étant la même, les angles que fait cette direction avec les axes sont constants, 
et les équations (A) et (B) exprimant les conditions d'équilibre d'un système 
quelconque de forces, données au numéro 12, peuvent s'écrire de la manière 
suivante, en se rappelant que l'on avait X = Fcosa, Y==Fcos|3, Z = Fcosy, 
a 5 (3, y étant les angles de la direction de la force F avec les axes : 

cosa2F=o, 
(A') j cos|3SF = o, 

cosy2F = o; 

[ cosySFy — cos|S2Fz = o, 
(B') I cosa2Fz — coôy2Fa?=o, 

cos jSSF^ — cos aSFy = . 

Il faut admettre que la direction des forces parallèles dont on considère le 
système est quelconque; il suit de là que des trois angles a, |3, y, deux pour- 
ront avoir des valeurs quelconques, le troisième s'en déduisant par la relation 

cos a+cos p + cos y=i. 

On pe^t donc dire que les deux systèmes d'équations (A') et (B') devront 
être satisfaits, quelles que soient les valeurs de a et de ^. Le système (A') ne 
peut être satisfait, dans ce cas, que si l'on a SF = ; la -dernière des trois équa- 
tions (B') donnerait d'ailleurs jp^=j^- 2Fdî, SFy sont des quantités déter- 
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minées, puisque F désigne Tintensité de Tune quelconque des forces, x^y^ z 



étant ies coordonnées de son point d'application; or le rapport — ^ pouvant, 



puisque a et |3 sont quelconques, prendre une valeur quelconque, l'équation 
précédente ne peut être satisfaite que si Ton a à la fois 

2Fy = o; 
d'où l'on déduirait par les deux premières des équations (B') 

SFz^o. 

Les conditions d'équilibre d'un système quelconque de forces parallèles sont 
donc les suivantes : 

(A') 2F=o; 

]SFa:=o, 
(B^) {SFy^o, 

SFz-o. 

On pourrait d'ailleurs, puisque la direction des axes est absolument arbi- 
traire, à la seule condition qu'ils restent rectangulaires entre eux, supposer 
que l'un des axes, par exemple celui des z, fût parallèle à la direction des 
forces, et Ton aurait alors 

cosa=o, 
cos|S=^o, 
cosy=* 1, 

et les équations A et B deviendraient * 

2F=o, 
2Fy=o, 
2Fa;=o. 

il est facile, du reste, de voir immédiatement que, Tune quelconque des 
forces rencontrant le plan des x^ y auquel elle est perpendiculaire, puisqu'on 
la suppose parallèle à t'axe des z^ et les coordonnées de ce point de rencontre 



/ 
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étant tt et y, on peut remplacer cette force par une force égale et de même 
sens transportée à lorigine et par un couple dont le moment serait 

• * 

Les composantes de ce moment, suivant les axes des x et des y, sont ¥x et 
Fy; 2F représente la résultante de toutes les forces, et SFy , SF^, les couples 
résultant de tous les couples composants suivant ces mêmes axes, et, pour 
qu'il y ait équilibre, il faut nécessairement que l'on ait, comme tout à l'heure, 

2F=.a, 
2F^=o, ' 
2Fy = o, 

Les équations (A*) et (B*) expriment les conditions de l'équilibre d'un sys- 
tème de forces parallèles d'une direction quelconque par rapport aux axes. 
Ces conditions sont donc que la somme algébrique des forces soit nuUe et que les 
sommes de leurs moments par rapport à trois axes rectangulaires soient nulles. 
Le système d'équations 

SF=*o, 

SFa;«o, 

2Fy=o, 

auquel nous sommes parvenus en supposant la direction des forces parallèle 
à l'axe des z, démontre d'ailleurs que la somme des moments des forces pris par 
rapport à deux axes perpendiculaires à leur direction doit être nulle, ce qui entraine 
cette condition, plus générale encore, que la somme des moments des forces pris par 
rapport à une ligne quelconque perpendiculaire à leur direction est nulle. 

15. Centre des forces parallèles. — ' Si l'on désigne par R la résultante d'un 

système quelconque de forces parallèles et par x\ y', z' les coordonnées de 

son point d'application, cette résultante devra être égale et opposée à la force 

qui assurerait l'équilibre du système; de sorte que les équations (A*) et (B**) 

deviendraient 

SF-R =0, 

2Fa;-Ra?'=o, 

2Fy-Ry' = o, 

2Fz-Rz'=o; 
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d'où 1 on tirerait 

R«2F, 



^ R"~11F' 

, 2F« 2Fz 

Ces équations déterminent la résultante d'un nombre quelconque de forces 
parallèles, ainsi que les coordonnées de son point d application. Ce point reste 
le même^ quelle que soit la direction des forces, puisque les équations (G) 
sont absolument indépendantes de cette direction, à condition toutefois que 
rintensité des forces reste la même. C'est pour cette raison qu on lui a donné 
le nom de centre des farces pardièles. 

Si, toutes les forces étant de même intensité, leur nombre était représenté 
par n, les expressions précédentes deviendraient 

R=nF, 

a? « — > 
n 

et le centre des forces parallèles prend le nom de cenire des moyennes distances. 
Sa position ne dépend plus que de celle des points d'application des forces, et 
sa détermination devient une opération de pure géométrie, absolument indé- 
pendante de l'intensité des forces. 

Art. k. — Cas où le système auquel sont appliquées les forges N'est pas libre. 

Efforts sur les appuis. 

16. Cas d'un point frce. — Lorsqu'un système indéformable n'est plus 
absolument libre, comme tious l'avons supposé dans tout ce qui précède, les 
appuis peuvent supporter, même lorsque les forces sont en équilibre , certains 
efforts qu'il faut indiquer les moyens de calculer. C'est ce qui arrive lorsque 
le système renferme des points fixes ou qu'il est assujetti à demeurer sur 
des surfaces ou des courbes fixes. Supposons d'abord qu'il y ait un seul 



24 INTRODUCTION. 

point fixe dans le système. On peut prendre ce point comme origine des coor- 
données, et sa résistance détruit toutes les forces qui y sont transportées. Les 
conditions d'équilibre se réduisent, dans ce cas, aux seules équations B du 
numéro 1 2 ; mais Teffort exercé sur le point fixe par la résultante des forces 
SX, SY, 2Z, qu'il détruit, est évidemment égal à cette résultante. Les couples 
représentés par le système d'équations (B) se détruisant évidemment d'eux- 
mêmes lorsqu'il y a équilibre, et que ces équations sont par conséquent satis- 
faites, il s'ensuit que ces couples n'exercent aucun effort- sur le point fixe; ils 
ne peuvent tendre qu'à rompre le solide ou' système indéformable auquel 
sont appliquées les forces. 

Le levier présente l'exemple le plus simple d'un pareil système. Son équi- 
libre exige donc que les couples qui résultent du transport des forces paral- 
lèlement à elles-mêmes au point fixe se détruisent entre eux, et, si les forces se 
réduisent à deux, comme cela arrive pour le levier proprement dit, il faut que 
ces forces soient dans le même plan avec le point fixe, et que les deux couples 
résultant du transport des deux forces en ce point aient des moments égaux et 
de signés contraires , de manière que leur somme algébrique s'annule. Or ces 
moments ne sont autres que ceux des forces pris par rapport au point fixe, ce 
qui fait retomber sur le principe du levier, déjà établi dans ce qui précède. 

17. Cas où il y a plus d'un point Jixe. — S'il y avait deux points fixes dans 
le système, celui-ci ne pourrait plus que tourner autour de la droite qui join- 
drait les deux points, et si nous prenons cette droite pour axe des z, il ne faut 
plus, pour assurer l'équilibre, que la seule équation suivante du système B 

S(Y^-Xy) = o. 

Cette équation exprime que le couple résultant de tous les couples situés dans 
le plan des xy perpendiculaire à l'axe de rotation est nul, et cette condition 
suffit, puisque les couples résultants situés dans les plans des zy et des zx qui 
passent par l'axe fixe sont détruits par la résistance de cet axe, qui détruit 
aussi les résultantes partielles 2X, 2Y, 2Z des composantes des forces. 

Pour déterminer les efforts exercés sur l'axe de rotation, il suffira de com- 
poser entre elles les forces qu'il détruit. 

Les couples situés dans le plan des zx et les forces 2X se réduisent à une 
force qui rencontre l'axe , et il en est de même des couples situés dans le plan 
des zy et des forces 2Y. La résultante des deux forces que l'on obtiendra ainsi 
exprimera l'effort exercé sur l'axe, qui tendra en outre à être entraîné dans sa 
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propre direction par la force SZ : celle-ci représentera donc l'effort que Taxe 
supporterait dans sa propre direction. 

Lorsque le système contient plus de deux points fixes, il est en équilibre, 
quelles que soient les forces appliquées, et les efforts restent indéterminés; ces 
efforts, pris en sens contraire et réunis aux forces du système, devant d'ail- 
leurs toujours satisfaire aux équations générales A et B de l'équilibre, cela 
permet d'établir, dans chaque cas particulier, les limites entre lesquelles les 
valeurs des efforts sont comprises. Le problème n'est d'ailleurs indéterminé 
que par suite de l'invariabilité absolue du système auquel sont appliquées les 
forces. Cette hypothèse est une pure abstraction, la nature ne présentant 
aucun corps absolument indéformable, et les conditions des variations réelles 
que subissent les corps sous l'action des forces qui les sollicitent viennent 
s'ajouter aux conditions théoriques, et donnent, en général, tout ce qu'il faut 
pour suppléer à l'indétermination qui vient d'être indiquée. 

18. Cas du glissement sur un axe. — Si le corps pouvait glisser sur un axe, 
tout en ayant la liberté de tourner autour de cet axe, les conditions d'équi- 

' libre, en prenant toujours l'axe fixe pour axe des z, se réduiraient à une 
seule des équations de chacun des systèmes A et B, et l'on aurait 

SZ = o, S(Ya: — Xy) = o, 

et si le glissement ne pouvait se faire que sans rotation autour de l'axe, les 
conditions se réduiraient à l'équation unique 

2Z = o, 

et le couple résultant situé dans le plan des œy perpendiculaire k l'axe déter- 
minerait la résistance que cet axe opposerait à la torsion. 

19. Cas d^une surface ou £une courbe directrice. — Si un point du système 
était assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe fixe, il faudrait, pour 
que l'équilibre fût possible, que la direction de la résultante des forces trans- 
portées au point de la surface ou de la courbe sur lequel s'appuie le système 
fût normale à la surface ou à la courbe supposées parfaitement polies, celles- 
ci ne pouvant détruire d'autres forces que celles qui leur sont normales. 

Pour donner une idée des conditions auxquelles on est conduit dans ces 
deux cas, je réduirai le système à un point matériel sollicité par une force F 

Traité d*hydraulique. — I. k 
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dont les composantes suivant les axes rectangulaires des coordonnées sont 
X, Y,Z. 

Supposons d abord que le point soit assujetti à rester sur une surface; la 
résistance de la surface peut être ^remplacée par une force N normale à cette 
surface, et si Ton désigne par a, 6, c les angles que fait la normale à la sur- 
face avec les axes des a;, y, 2, on aura, en faisant entrer les composantes de 
celte force N dans les trois équations A de l'équilibre de translation : 

X + Ncosa=o, 
Y + Ncos6«=o, 

Z + N cos c = Q , 

d'où l'on déduit, par Télimination de N, 

X Y Z 

cosa^ cos6 cosc' 

et l'on a ainsi deux équations nécessaires et suflisantes pour l'équilibre; on 
connaît d'ailleurs, au moyen de l'équation de la surface 

F(a;,y,z) = o, 

les valeurs des cos a, cos i, cos c, et, quant à la valeur de N, qui représente 
l'effort exercé sur la surface, elle n'est autre que celle de la résultante des forces 
supposée normale à la surface, et l'on a dès lors 

Si le point devait rester sur une courbe quelconque dont les équations 
seraient 

F(;r,y, z) = o, ^(a?,y, z) = o, 

la force N pourrait être dirigée suivant une normale arbitraire, et, si l'on 
désigne par a\ h\ c' les angles que fait la tangente à la courbe avec les axes 
a, by c représentant les angles de cette normale avec les mêmes axes, on aura 
d'abord la condition 

cos a cos a' + cos b cos b' + cos c cos «' = o , 
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et les équations d'équilibre seront 

X + Ncosa=o, 
Y + Ncosè = o, 

Z + Ncosc = o. 

En éliminant entre ces quatre équations a, 6, c, N, qui sont inconnues, on 
arrive à la condition 

X cos a' + Y cos 6' + Z cos c' == , 

cos a' cos V cos c' sont connus d après les équations de la courbe et sont des 
fonctions de a;, y, z. Si cette équation n'était pas satisfaite pour le point de la 
courbe que Ton considère , on déterminerait le point de cette courbe où les 
forces se détruiraient, en cherchant les valeurs de x, y, z communes à celte 
équation et à celles de la courbe. 

Les composantes de la force N sont d'ailleurs égales et de signe contraire 
aux composantes X, Y, Z, ce qui les détermine, ainsi que la valeur de leur 
résultante. 

Art. 5. — Des forces moléculaires. 

20. Actions moléculaires. — Dans tout ce qui précède nous p'avons consi- 
déré que des forces extérieures agissant sur des systèmes matériels rigides et 
inextensibles. C'est cette condition de conserver une forme et un volume inva- 
riables qui définit les corps solides, et qui nous a permis d'arriver à l'établisse- 
ment des conditions d'équilibre d'un système quelconque de forces. Mais cette 
invariabilité absolue des corps solides, dans leur forme et leur volume, n'est 
elle-même qu'une abstraction, et il n'est pas un seul corps dans la nature qui 
soit absolument indéformable sous l'action des forces extérieures qui peuvent le 
solliciter. Tous les corps sont susceptibles de se prêter, sous l'influence de ces 
forces, à de très petites déformations, pour revenir à leur forme primitive dès 
que cesse l'action des forces. Cette propriété commune à tous les corps de la 
nature, qui la possèdent chacun à un degré plus ou moins élevé, constitue ce 
qu'on appelle Velasticité. Sa limite se mesure par le maximum de l'eiïort que 
peut supporter le corps sans subir de déformation permanente. 

Lamé, dans ses belles leçons sur l'élasticité des corps solides, a fait remar- 
quer que l'élasticité était une propriété générale de la matière et qu'elle 
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jouait dans la nature un rôle au moins aussi important que la pesanteur. Pour 
lui Télaslicité et la gravitation sont les effets d'une même cause, qui rend 
dépendantes ou solidaires toutes les parties de l'univers , la gravitation mani- 
festant cette dépendance à des distances considérables, l'élasticité à des dis- 
tances très petites. Analysons le mode d*action de chacune de ces deux espèces 
de forces sur l'état moléculaire des corps. 

21 . Actions moléculaires de pesanteur, centres de gravité. — Si l'on considère 
un corps soumis uniquement à l'action de la pesanteur, celle-ci agit, comme 
j'ai déjà eu l'occasion de l'expliquer plus haut (n° 2), d'une manière uniforme 
sur toutes les molécules de ce corps, et le poids total du corps est l'intégrale de 
toutes ces actions élémentaires. 

Si dœ dy dz est un élément du corps rapporté à trois axes rectangulaires 
de coordonnées a:, y, z, tt le poids de l'unité de volume pour le point a;, y, z 
que l'on considère, P le poids total de ce corps, on aura 

^-JSJ-^dxdydz, 

expression dans laquelle tt est une fonction de j;, y, z. Les limites des inté- 
grales sont d'ailleurs déterminées par la forme du corps, qui est elle-même 
représentée par des relations analytiques entre ces mêmes coordonnées. 

Gomme les corps que nous considérons à la surface de la terre sont très 
petits par rapport à son volume et situés à de très grandes distances de son 
centre, toutes les forces élémentaires de leur poids peuvent être considérées 
comme parallèles. Elles sont d'ailleurs toutes de même sens et ont par consé- 
quent une résultante unique. H y a ainsi un centre de ces forces parallèles, 
qui n'est autre chose que ce qu'on appelle le centre de gravité du corps. Les 
coordonnées x^,y^^ z^ du centre de gravité d'un corps s'obtiennent donc immé- 
diatement en appliquant ici les équations (G) du numéro 1 5 ; en y faisant 
R==P et prenant pour P l'expression qui vient d'être donnée, on aura donc : 

• 

ÇÇÇit dx dy dz.x 

^ Iff''^ ^ ^^ ^^ 
JJJit dxdydz.y 

(C) \y^'^ fffrrdxdydz' 

ffCir dxdy dz.z 

^ Sff''^ ^ ^^ ^^ 
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Si le poids TT de Tunité de volume est constant, ces expressions deviennent : 

fffdxdydz.x 
* /TTrf^ dy dz 
(C) ) „ SSfàxdydz.y 

JJJdxdydi.z 
""'^ fSf^dydz ' 

Ces relations permettent de trouver le centre de gravité de tout volume géo- 
métriquement défini. 

Si Ton considère une plaque mince dont l'épaisseur soit très faible, ce 
qu'on appelle um surface matérielle y les expressions précédentes se modifient, 
et, si la surface est donnée par une équation de la forme 

le poids de l'élément de surface a pour expression, en employant l'expression 
que donne le calcul différentiel pour l'élément de surface, n désignant ici le 
poids correspondant à l'unité de surface de la plaque. 



'^^^y\/{èy+{%y 



+1, 



et les coordonnées du centre de gravité deviennent : 



//"■^^»N/(ë)'+(i) 



'+. 



'' //'''*v/(i)Ml) 



'+. 



(c.) /y,y^!':Wi)Mi 



V. 



ff-^^sM^) 



'+. 



Z. = 



//-^*\/(i)Ml) 



■+. 



/>^*v/(ë)*+(|)'+' 

Si la surface était plane, on pourrait la prendre pour plan des ay^ et son équa- 
tion devient alors 



A/ 



= 0, 



x.= 
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ce qai réduit les équations C^ à 

JJtfx dy dx 
/p,v 1 * ffndydx 

^'^ ' rr A, 

JJTty.dydx 

Si la surface plane était verticale, on pourrait la prendre pour plan des zx 
par exemple, le poids de son élément deviendrait ndœdz et l'on aurait, pour 
les coordonnées du centre de gravité, 

CÇtt dxdz.x 

ÇÇts dxdz.z 

Z =:££ . 

* /Ttt dx dz 

Les expressions qui viennent d'être données se simplifient d'ailleurs lorsque tt. 
est constant, puisque cette quantité disparaît alors complètement. Ainsi, pour 
ne prendre que les expressions C![, les plus simples, celles-ci deviennent 

Jfx dx dz 

ffz dx dz 

* ffdx dz 

On trouverait, d'une manière analogue, le 'centre de gravité d'une ligne maté- 
vielle ou tige pesante, et si l'on se rappelle que la longueur de l'élément ds d'une 

courbe quelconque dans l'espace a pour expression rfxy //î|iy + /^î|^y+ j, 

on aurait 



X = 

1 



"1 

+ 1 






/"■^\/(g)Ml) 



'+. 



■ S'^\/{%r+m+' 



1 
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Si la courbe était plane, on pourrait la mettre dans le plan des xy, et alors 
^ disparaîtrait des équations G.^; enfin, si elle se réduisait à une ligne droite, 
on pourrait la prendre pour axe des x^ et alors 7- et ^ disparaissent à la fois, 
ainsi que y et z, et les expressions C^ prennent la forme très simple et unique 

et, si le poids de Tunité de volume est constant, 

fxdx 

fdx ' 

expression qui indique, comme on devait s'y attendre, que le centre de gra- 
vité d'une tige homogène de longueur donnée est au milieu de t^etle longueur. 

Ce qui vient d'être dit résout tout ce qui concerne les actions moléculaires 
dues à la gravitation, puisqu'on peut déterminer leur résultante et son point 
d'application pour chaque corps, volume, surface ou ligne matérielle. 

Si l'on regarde maintenant ces corps eux-mêmes, dont on est parvenu à 
déterminer les centres de gravité par l'analyse de leurs actions moléculaires 
de pesanteur, comme les éléments d'un système de corps solides, ce qui vient 
d'être dit permettra de déterminer le centre de gravité de chacun de ces 
corps; de sorte que le système pourra être remplacé par un système de points 
à chacun desquels sera appliquée une force égale au poids du corps dont il 
est le centre de gravité et dirigée suivant la verticale du lieu. La recherche 
du centre de gravité de ce système est ramenée ainsi à la recherche du centre 
des forces parallèles indiquée au numéro i5; de sorte que, si l'on désigne 
par p le poids de l'un quelconque des corps du système et par P son poids 
total, on aura 

Pa?^ = Spa?, 

(D') j Pyi = 2py, 

Pz^==S/>z; 

d'où résulte encore que, si l'on prend le centre de gravité du système pour 
origine des coordonnées, il sera caractérisé par les trois relations 

Spa?«o, 
s pz = o , 
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ou , s'il s'agit d'un corps de volume continu , 

(F) {fffndxdydz^y = o, 

fffitdxdydz' z = o. 

Ces relations fondamentales établies en ce qui concerne les actions molécu- 
laires dues à la gravitation, passons à celles qui regardent les actions molé- 
culaires dues à l'élasticité. 

22. Actions moléculaires d! élasticité. — Si l'on considère deux points maté- 
riels ou molécules d'un même corps, ces deux points exerceront l'un sur 
l'autre deux attractions réciproques dont l'intensité sera la même. Cette attrac- 
tion mutuelle est due à la même cause que la gravitation universelle, mais 
elle est combattue par une action répulsive inhéreîite à l'état moléculaire des 
corps, dont toutes les molécules ne sont pas en contact immédiat et dont le 
rapprochement, sous l'action d'une force extérieure, éprouve d'autant plus de 
résistance que la distance élémentaire entre le^ molécules est plus petite. Ainsi 
nous constatons , par l'expérience , que les corps se contractent ou se dilatent 
à mesure que la température diminue ou augmente; leurs molécules sont 
d'autant plus éloignées les unes des autres que, toutes choses égales d'ailleurs, 
la température est plus élevée. La fonction qui représenterait cette force ré- 
pulsive dont nous venons de parler aurait donc très certainement la tempéra- 
ture au nombre de ses variables. 

Considérons maintenant deux molécules égales : il est évident qu'elles vont 
se placer respectivement à une distance telle que la force attractive fasse équi- 
libre à la force répulsive. Celle-ci ne varie pas dans le même rapport, et sa 
loi est encore à trouver. Tout ce que Ton peut dire, c'est qu'elle est égale à 
la force attractive lorsque le corps n'est soumis à aucune action extérieure, 
c'est-à-dire dans le cas de Yéquilibre intérieur de ce corps. Si l'on conçoit main- 
tenant qu'à chacun des deux points matériels agissant et réagissant ainsi 
l'un sur l'autre, on applique deux forces égales qui tendent à les écarter l'un 
de l'autre, ces forces s'ajoutent à la force moléculaire répulsive; la résultante 
devient plus grande que la force attractive, et les deux molécules s'écartent 
Tune de l'autre; si l'action des forces extérieures tendait, au contraire, à 
rapprocher les deux molécules, elle s'ajouterait à l'attraction, et ces deux mo- 
lécules se rapprocheraient l'une de l'autre. Les forces extérieures enlevées. 



j 
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l'équilibre primitif doit évidemment se rétablir, à moins que, dans leur 
action, elles n aient dépassé la limite ^élasticité du corps. 

Les mouvements d'oscillation (d'étendue restreinte par celte limite) sont les 
effets de la constitution moléculaire des corps. Dans les corps solides, les petits 
changements de forme font varier dans d'assez fortes proportions, mais non de 
la même manière, les actions attractives et répulsives, et les corps résistent 
entre certaines limites, sans se déformer sensiblement, à des efforts de com- 
pression ou d'extension assez notables. Cela tient à ce que, dans cette caté- 
gorie de corps, il y a un équilibre stable entre les forces attractives et répul- 
sives ou entre les fotxes intérieures. Dans les fluides, au contraire, cet équilibre 
est presque instable, et le moindre effort sensible suffit pour leur faire at- 
teindre la limite de leur élasticité et rompre la loi de continuité de leur état 
moléculaire. 

Il est clair que, dans l'application de la mécanique aux phénomènes natu- 
rels, il faut nécessairement tenir compte des actions moléculaires que je viens 
d'indiquer, si l'on veut arriver à des résultats approchant de la vérité. Le tout 
est donc de trouver maintenant des expressions de ces forces que l'on puisse 
introduire dans les relations analytiques. Il est évident d'abord qu'une étude 
directe ne conduirait à rien sans faire des hypothèses, la loi de l'action de 
ces forces attractives et répulsives qui constituent l'élasticité d'un corps étant 
encore inconnue jusqu'à présent, et il faut trouver, si l'on ne veut pas ris- 
quer de s'égarer, une expression de la force indépendante de toute hypothèse. 
Or un fait important, que l'observatioti conGrme, est celui-ci : si, après 
avoir fait agir une force extérieure qui a légèrement déformé le corps , on fait 
cesser son action, celui-ci reprend sa forme primitive; d'où résulte nécessai- 
rement que les forces attractives et répulsives qui agissent pendant la défor- 
mation naissenty croissenty décroissent et s'annulent en même tempSy comme l'a 
si bien dit Lamé, et je ne saurais mieux faire que de citer ici textuellement 
ce qu'il a exposé sur les principes de sa théorie de l'élasticité : 

(rlJn corps solide à la surface duquel ne s'exerce aucune pression et dont 
les molécules ne sont sollicitées par aucune force extérieure est le lieu d'une 
infinité de points matériels infiniment rapprochés, mais qui ne se touchent 
pas, équidistants s\ le corps est homogène, et qui jouissent, les uns à l'égard 
des autres, de la propriété suivante : si, en vertu d'un effort ou d'une action 
extérieure qui vient à naître tout à coup, deux points matériels, pris au hasard 
mais suffisamment voisins, se rapprochent ou s'éloignent l'un de l'autre, il en 
résulte, entre ces deux molécules, une action ou force, répulsive dans le pre- 
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mier cas, attractive dans le second, qui est une fonction de la distance pri- 
mitive K des deux molécules et de Técartement A^, c'est-à-dire de la quantité 
dont elles se sont rapprochées ou éloignées; cette fonction, pour un même 
corps, est nulle, quelle que soit la distance Ç, lorsque l'écartement AÇ est nul'^^; 
elle décroîtra rapidement, quel que soit l'écartement A^, dès que la distance K 
acquiert une valeur sensible, puisque toute adliésion cesse entre deux parties 
d'un même corps séparées par une distance appréciable; selon que cette fonc^ 
tion variera plus ou moins rapidement avec l'écartement, les mêmes forces 
extérieures produiront un changement de forme, moins sensible dans le pre- 
mier cas, plus sensible dans le second. *» 

Si Ton se borne donc au cas où les déformations produites par les forces 
exténeures sont très petites, c'est-à-dire où la limite d'élasticité des corps n'est 
pas dépassée, et c'est là l'hypothèse sur laquelle repose toute la théorie de 
Lamé, ia fonction dont il vient d'être question se réduit au produit de la pre- 
mière puissance de l'écartement AÇ par une fonction F(Ç) de la dislance Ç, qui 
est insensible dès que K devient appréciable. Arrivons maintenant à la défini- 
tion de la force élastique; la voici textuellement telle que l'a donnée Lamé : 

Pig. 5. nSoit M (fig. 5) une molécule intérieure du 

^.^ "--s,^^ solide. Imaginons : i** la sphère S dont le centre 

/^ \. est en M, et qui a pour rayon la plus grande 

/ ,.''""""x \ distance Ç, au delà de laquelle F (Ç) est insen-^ 

j ( s/ M \ \^ sible, distance limite que l'on appelle rayon ^ac- 

\ \ J I iivùéde raction moléculaire; a** par le point M un 

\ ^ y plan quelconque Lis , lequel partage la sphère s 

\^^^ ^y^ en deux hémisphères SA, SB; 3^ au point M un 

élément superficiel extrêmement petit -cr sur le 
plan LN; 4° enfin, dans Thémisphère SB un cylindre droit très délié ayant ts 
pour base. 

ffPar suite de la déformation générale, les molécules contenues dans l'hé- 
misphère SA exercent des actions sur celles du cylindre; la résultante "csE 
de toutes ces actions est ce que nous appellerons la force élastique exercée 

'^^ On voit que Lamé raisonne comme si, dans un corps à Fëtal naturel ou non encore déformé, 
chaque couple de molécules était séparément en équilibre, et il regarde les actions moléculaires 
comme ne se développant qu'à partir de cet état. Poisson, Cauehy, M. de Saint- Venant, se sont rappro- 
chés davantage de la réalité, en tenant compte des actions moléculaires, qui, en général, doivent 
s'exercer déjà entre deux molécules d'un corps, même libre de toute pression ; mais les résultats pra- 
tiques conservent la même forme dans cette théorie plus générale, et cest pour cela que je* me suis 
borné ici h un aperçu des idées de Lamé, qui avaient, du reste, été déjà celles de Navier. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 35 

par SA sur SB et rapportée à l'élément plan tsr. Cette résultante sera en 
général oblique à Télément ts; si elle est normale à cet élément et dirigée 
vers rhémisphère SA , elle représente une traction ; si , encore normale à 
l'élément taf, elle est dirigée vers SB, elle représente une pression, c'est-à- 
dire que SA attire le cylindre dans le premier cas et le repousse dans le 
second. Si la force élastique tafE ou la résultante qui vient d'être définie est 
parallèle à l'élément izr, elle tend à faire glisser le cylindre parallèlement au 
plan LN. On lui donne le nom àe force élastique tangeniielle. 

«r Pareillement, si le cylindre est situé dans l'hémisphère SA, la résultante 
des actions exercées sur les molécules de ce cylindre par les molécules de 
l'hémisphère SB est la force élastique tafE' exercée par SB sur SA rapportée 
à l'élément plan taf. 

(T Si le corps légèrement déformé est en équilibre d^élasUcitéy les deux forces 
tafE et tafE' doivent être égales en intensité, et de direction contraire ou- oppo- 
sée; mais elles représentent toutes deux ou des tractions ou des pressions ou 
des forces tangentielles, c'est-à-dire que, si l'une est une traction , l'autre sera 
pareillement une traction directement opposée à la première. 

(rLa force élastique 'StE considérée par rapport aux éléments plans tar 
menés tous parallèles entre eux par tous les points du corps variera, en inten- 
sité et en direction, d'un de ces points à un autre; de plus en un même 
point M elle variera avec l'orientation de l'élément plan tsr ou de la normale à 
cet élément, n 

On voit, d'après ce lucide exposé, que les forces moléculaires rentrent 
dans la catégorie des forces réparties dont il a été question au numéro i . Ces 
forces sont toutes rapportées à des surfaces planes, et leur unité d'intensité 
est l'unité de force agissant sur l'unité de surface. Une pression P agissant sur 
une surface S a pour intensité p, et l'on a 

P 

et, réciproquement, on aurait 

P = Sp. 

■ 

L'unité de l'intensité p est le kilogramme par mètre carré, et cette expression 
est de même forme exactement que celle de la force élastique isrË indiquée plus 
haut. 

Si l'intensité p de la force n'était pas constante en grandeur, mais restait 
constante en direction, on arriverait à l'expression de P en faisant remarquer 

5. 
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que , le plan sur lequel elle agit étant pris pour plan des xy, la surface S , sur 
laquelle cette force est répartie, aurait pour expression, 

S=ffdxdy, 

et la force P 

f^ffpdxdy, 

P étant variable avec les coordonnées x, y, et l'expression de la force moyenne 
P^ serait 

p ffpdxdy 

Nous sommes en mesure maintenant d'exprimer les fin^ces moléculaires ou 
intérieures en kilogrammes, comme nous lavons fait, dans ce qui précède, pour 
les forces extérieures, et de leur appliquer, par conséquent, tout ce qui a été 
démontré pour l'équilibre de ces dernières. Il suffira, lorsque l'on connaîtra 
rintensité d*une force moléculaire, de la multiplier par la surface sur laquelle 
elle agit pour avoir une force absolue exprimée en kilogrammes, comme les 
forces extérieures, auxquelles elle sera, par conséquent, parfaitement compa- 
rable, et avec lesquelles on pourra l'introduire dans les équations d'équilibre, 

Il faut faire remarquer, d'ailleurs, que, dans l'étude des actions molécu* 
laires, les forces que l'on a à considérer donnent lieu à des pressions ou à 
des tensions; elles tendent à réduire ou à augmenter les dimensions du corps 
dans le sens de leur action , et l'intensité de ces deux actions peut s'indiquer 
par le même symbole p, en convenant, au moins en hydraulique, de lui donner 
le signe + s'il y a pression, et le signe — s'il y a tension. 

23. Expressions de ^intensité des pressions. — Si l'on veut maintenant entrer 
dans le détail de Tétude des actions moléculaires, il faut considérer un volume 
élémentaire ayant une forme géométrique déterminée et qui puisse servir de 
type aux éléments dans lesquels un corps peut être subdivisé, et chercher les 
relations analytiques exprimant l'équilibre de ce volume élémentaire sous 
l'action des forces moléculaires qui le sollicitent. C'est la méthode inaugurée 
par Cauchy, suivie par Lamé et par tous les géomètres qui se sont occupés de 
cette intéressante question. M. Boussinesqa donné, dans son Essai sur les eaux 
courantes, pages 3â à 87, une démonstration complète des conditions d'équi- 
libre du tétraèdre élémentaire. C'est la plus simple qui en ait été donnée 
jusqu'ici, à mon sens du moins, et je vais en faire l'analyse sommaire, en enga- 



Rg. 6. 
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géant les lecteurs auxquels, contrairement à mon espoir, elle ne paraîtrait pas 
suffisante pour bien leur faire comprendre la question, à recourir à l'écrit de 
M. Boussinesq ou bien aux tomes XXIII et XXIV du recueil des Savants étran- 
gers, dans lesquels il a été inséré. 

Supposons (fig. 6) les arêtes du tétraèdre infiniment petit M M'IVl^M"" 
parallèles aux axes des x^ y, z, et soient /, m, n les cosinus des angles que la 

normale à l'élément plan M' M'' M"' fait avec 
ces axes. Désignons par X^ Y^ Z^ , les va- 
leurs particulières que prennent les com- 
posantes p^ , o , p^ de la pression à travers 
l'élément plan lorsque sa direction est nor- 
male à l'axe des x^ c'est-à-dire lorsqu'on 
a /=!, w=o, n-=-o\ par Xg, Y^, Z^ les 
valeurs particulières p^, p , p^ lorsque i'élé- 
ment plan est normal à l'axe des y, c'est-à-dire lorsqu'on a/=o,m = o,n==o; 
et par X^, Y^, Zj les valeurs que prennent p^, fy^p^ lorsque l'élément plan 
est normal à l'axe des z, c'est-à-dire lorsqu'on a/=o,w=o,n=i. 

Si l'on désigne, avec M. Boussinesq, par a l'aire de la face M' M'' M''^, les 
aires des surfaces M'' M M**, M'* M M', M' M M", projections de l'aire a sur 
les trois plans normaux aux axes, vaudront respectivement a/, am^ an, et les 
expressions des composantes suivant les axes des x^y^z des pressions exercées 
en dehors du tétraèdre seront : 




y 



-" M» 



X^/a, 

X^fTkl, 

Xjtui, 



Yj fa, - Z^ fa, pour la face M' M M"', 

Yjîwa, — Z^ma, pour la face M*' M M', 

Yjna, — Zjiw, pour la face M' M M', 

p^a, p a,pa, pour la face M' M" M*'. 



En appliquant à ce système de forces Téquation (A) de l'équilibre de trans- 
lation du numéro i â , qui leur est applicable dans leurs expressions actuelles 
(intensité multipliée par la surface), il viendra 

— Xla-^Xma-^Xna + p a=o, 

— Y, /a— Y„ma— Y,na+P «-=0, 

— Zj /a— Z^wa — Z na + p a=o, 
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d'où, en divisant par a et dégageant p^, Py"" Pz- 

(à) {p^^lY^+m\\+n\, 

Si Ton désigne par w le volume très petit du tétraèdre , et si Ton applique 
au système de forces qui vient d'être indiqué en détail tout à l'heure les 
équations (B) de l'équilibre de rotation du numéro 12, par rapport à des 
axes parallèles à Mo?, My, Mz, mais menés à partir du centre de gravité du 
triangle M' M" M", en négligeant, dans un même groupe d'infiniment petits, 
ceux d'ordre supérieur de petitesse, on arrive aux relations 

— wXg + wZ^«=o, 



d'où Ton déduit les trois équations 



^-\^ 



(e) X3 = Z,, 



\-\ 



Les neuf composantes X^ , Y^ , Z^ , X^ , Y^ , Z^ , X^, Y^ , Z^ des équations (d) 
se réduisent donc à six, en vertu des équations (e). 

Les équations (d) peuvent s'écrire d'une manière différente, en y introdui- 
sant les notations adoptées par Lamé , qui désigne par Np N^, N^ les compo- 
santes Xp Y2,Z3, normales aux éléments plans qu'elles sollicitent, et par 
Tp Tg, T3 les autres composantes Z^ ou Y^, X^ ou Z^ , Y^ ou X^, qui sont 
tangenlielles aux éléments. Au moyen de ces nouvelles notations, divisant les 
composantes en composantes normales N et composantes tangentielles T, les 
équations (d) deviennent : 

(d) (p^ = rr3+mN^+nT,, 
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Ce système d'équations est la base de ia mécanique moléculaire. On eu 
déduit immédiatement la loi de réciprocité énoncée ci-après : 

Si Von considère deux élémenU plans menés par un même point et que Von pro- 
jette la pression par unité de surface de ïun de ces éléments sur la normale à Vautre, 
les deux projections ainsi obtenues sont égales. 

Prenons, par exemple, la première des trois équations (d) : p^ est la projec- 
tion sur l'axe des x positifs de la pression à travers l'élément normal à la direc- 
tion (/, m, n), et /N^ +wiT3 + ]NT2 égal à /X^ + wY^ +nZ^ est la projection sur 
cette même direction (/, m,n) de la pression X^, Y^, Z^ à travers l'élément 
plan normal aux x positifs. 

Le système des équations (e) n'est, comme on le voit aisément, qu'un cas 
particulier de la loi générale qui vient d'être énoncée. 

Les équations (d) donnent les intensités de toutes les pressions à travers les 
divers éléments plans qui passent par un même point, en fonction de six com- 
posantes distinctes de celles qui s'exercent sur les trois éléments plans appelés 
pinncipaux et qui sont normaux aux axes des coordonnées. Ces équations sont 
au nombre de celles qui régissent la marche des pressions à l'intérieur des 
milieux, de quelque nature qu'ils soient, solides, liquides ou gazeux. 

24. Equations indéfinies de Véquilibre des milieux. — Si l'on veut arriver 
maintenant aux équations indéfinies de l'équilibre , il suffit d'exprimer les con- 
ditions d'équilibre du parallélipipède élémentaire ayant pour côtés (fig. 7) les 
arêtes du tétraèdre que nous avons considéré plus haut, savoir : 

L'élément dxdydz doit être en équilibre sous l'action des forces élastiques ou 
des pressions exercées sur ces six faces et des forces qui sollicitent la masse ^^' 
p dxdydz^ p étant la masse de l'unité de volume. Si Ion désigne par X, Y , Z 
les composantes de la force extérieure rapportées à l'unité de masse , les expres- 
sions de ces composantes en unités de poids seraient pdxdydzX^ pdxdydzY 
et pdxdydzZ. Il nous reste à déterminer les composantes de la pression. 
Soient x, y, z les coordonnées du point M, et considérons la face M'' M M" 
perpendiculaire aux x et sa face parallèle supposée passant par le point M'. 

^*^ La masse est définie au chapitre vivant, numéro 97. Paurais pu le faire ici, mais cette dèÀ\- 
nition ne peut s^ëtabiîr indépendamment des considérations de vitesse et d'accélération, qui sont 
plutAt du domaine de la dynamique, el j*ai cru dès lors qu il valait mieux laisser cette définition dans 
la partie de mon travail qui concerne la dynamique, sans la reproduire ici. 



Fig. 7. 
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Si X^ , Y^ , Zj sont les composantes de la pression au point M dont les coor- 
données sont Xj y^ Zjlsi composante de la près* 
sion par unité de surface au point M' normale 
à la face M'' M M"* <= dy dz est , pour la face pas* 

JV 

sant par le point M', X^ + ^ dx, et pour la sur- 
face dx dy la composante devient 




dyH^i+^'^) 



y' La face W M M' donne suivant les x une com- 

posante égale à —dydzX^, et la somme de ces deux composantes conduit à 

dxdydz-T^* 

Les deux autres groupes de faces parallèles du parallélipipède donneront 
^de même 

dxdydz^ 
et 

La somme des composantes suivant Taxe des x est donc 



'^''»*(§+t+t) 



On trouverait de même pour la somme des composantes suivant les axes des y 

et des z : 



dx "Jy dz 



dxdydzy^+^ + 
dxdydz( - ^ ^ 



dx dy * dz 



) 
) 



Ces composantes étant d'ailleurs rapportées sous cette forme à la même unité 
que les forces extérieures, on peut appliquer au système entier Téquation (A) 
de l'équilibre de translation, et il viendra, en divisant par dxdydz. 



dx dy 



dX. 
dz 



+^+^+px 



(0 



dx dy 



dt 



+^+^+pY 



^i+^+^+pZ 



dx dff 



dz 



o, 



0, 



o, 
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relations qui, en vertu de la relation (e) établie plus haut pour le tétraèdre, 
et qui subsiste encore pour le parailélipipède , et de la déûnition de N et de T 
donnée plus haut, peuvent s'écrire de la manière suivante : 

(g) l§+t+§+PY=o, 

Telles sont les équations indéfinies d'équilibre lorsqu'on tient compte de l'élas- 
ticité ou des actions moléculaires intérieures des corps; il faut y joindre les 
équations (d'), qui donnent les valeurs j»^, », p^ des composantes de la pres- 
sion et qui montrent qu'elles dépendent uniquement des fonctions N et T de 
x^ y, z; ces fonctions doivent satisfaire aux équations (g), qui sont des équa- 
tions aux différences partielles linéaires et du premier ordre. Ces deux sys- 
tèmes d'équations permettent de résoudre, pour chaque corps élastique en 
particulier, la question de l'équilibre des actions moléculaires qui se pro- 
duisent dans l'intérieur du corps sous l'influence de forces extérieures données. 
Si le corps n'était sollicité que par la pesanteur, on aurait 

pX = o, 
pY = o, 

TT étant le poids de l'unité de volume, et les trois équations précédentes se 
réduiraient à 

i j . ^ j * ^— Q 

dx dy dz ' 

Vb/ \ dx^ dy^ di ^' 

dx dy dz 

Ces trois équations sont celles de réquiUbre intérieur d'un corps pesant don- 
nées, avec d'autres notations, par Sir Macquorn-Rankine, daçis son Traité de 
mécanique appliquée, numéro 116, page ii5 de ce traité. Ces notations, que 
Lamé avait, du reste, déjà indiquées d'une manière un peu différente, con- 
sistent à affecter le symbole p de l'action moléculaire d'une double sous-lettre, 
la première indiquant l'axe auquel la normale à l'éléjfnent plan est parallèle, 

Traité d'hydraulique. — T. 6 
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la seconde Taxe auquel est parallèle la composante d action moléculaire. Ainsi 
p indique la composante suivant l'axe des y de l'action moléculaire sur un 
élément plan dont la normale est parallèle à l'axe des a;; p^ indique la com- 
posante suivant Taxe des x sur l'élément plan dont la normale est parallèle 
à cet axe. On a, d'après ces notations et ce qui a été démontré plus haut : 

1 1 ^xx^ 12 3 -«yz ^zy^ 

3 3 ' zx 3 12 t^xy ^yx 

En ayant égard à ces nouvelles notations, les équations (g) reproduisent 
exactement celles de Sir Macquorn-Rankine. On' les généraliserait encore en 
substituant ces mêmes notations dans les équations (f) ou (g), qui devien- 
draient : 

Si l'on se met maintenant dans le cas, absolument abstrait, d'un système 
élastique par opposition aux systèmes rigides et inextensibles considérés dans 
la statique élémentaire, et que l'on veuille avoir uniquement les conditions de 
l'équilibre intérieur d'un pareil système, il faut supposer la force extérieure 
nulle, et alors les équations (g) deviennent : 

/ jNj rfls rfT^_ 

/ i/\ / dT% , dNo , dT\ 

(g) i dF+rfif + ^ = ^' 

dTj dli , rfNa^ 
dx dy dz 

Si le système était tel qu'il ne pût s'y produire de composantes tangen- 
tielles, les équations (d') du numéro 28 deviendraient : 
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ces formules devant exprimer les composantes d'une même action normale, 
égale par conséquent à leurs quotients y, ^, —, par les cosinus de projec- 
tion /, w, n; si l'on désigne par —p cette force normale, on aurait : 

-fouN,= — p, -^ouN„« — p, -iouN^ = — p, 

/ 1 ^' m 2 *^' n 3 *' 



et les équations (g') deviennent : 



dp 

dx 



(g") l-^=«' 

y f « V 

ce qui indique que, daiis un pareil fsyslème y lAntenstté de la f&ixe normale à bêle- 
ment plan resterait constanle, qiielles que fussent la situation et f orientation de cet 
élément. 



(3. 
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CHAPITRE IL 

REVUE DES PRINCIPES GÉNÉRAUX DE DYNAMIQUE. 



Article l^^ — Des forges considérées au point de vue le plus général. 

25. Des forces considérées comme effets de mouvement, — Nous avons vu, dans 
ce qui précède, comment les considérations de la statique élémentaire con- 
duisaient aux conditions d'équilibre d'un système quelconque de forces, ces 
forces étant exprimées en unités de poids et représentées par des lignes pro- 
portionnelles à ces nombres; mais j'ai déjà dit, au numéro i, que toute force 
résultait réellement de l'action réciproque de deux corps, action tendant à 
modifier l'étal de repos ou de mouvement de ces corps, et c'est à ce point 
de vue plus général, appartenant surtout à la dynamique, que je vais main- 
tenant considérer les forces. 

Une force peut se mesurer par les effets du mouvement qu elle produit, et 
l'expérience démontre tous les jours que, si un corps a été déplacé d'une 
certaine quantité par un certain effort, l'effet de cet effort est détruit par 
celui d'un autre effort qui aurait, à lui seul, déplacé le corps de la même 
quantité, mais en sens contraire: de là l'idée d'égalité et, par conséquent, 
un mode d'estimer les forces indépendant de leur nature même, ce qui per- 
met de les considérer comme des effets de mouvement. On pourrait dès lors 
définir la force comme l'action d'un corps pouvant faire passer un autre corps 
de l'état de repos à celui de mouvement, ou de l'état de mouvement à l'état 
de repos, ou, plus généralement, V action d^un corps sur un autre corps pouvant 
changer hs conditions de son mouvement. Mais, s'il est évident que l'effet d'une 
force sur un corps est de modifier son état de repos ou de mouvement, il ne 
l'est pas moins qu'une même force ne produira pas un effet identique sur tous 
les corps, et c'est de cette propriété, en verty de laquelle les mouvements des 
divers corps sont différemment variés sous l'action de la même force, que naît 
l'idée de leur masse. C'est là une idée qu'il faut bien asseoir, et, pour cela, il 
faut, avant tout, définir les éléments principaux de tout mouvement. 
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26. Principaux éléments du mouvement. — Supposons que tous les points d'un 
corps ou système de points matériels soient rapportés à trois axes de coordon- 
nées rectangulaires. Les coordonnées sont, pour chaque point du système, 
des nombres invariables dans le cas de l'équilibre du système, mais elles 
deviennent nécessairement variables avec le temps, si le cprps se déplace et 
que les axes restent fixes. Dans ce mouvement, chaque point du système suit 
une trajectoire déterminée par la nature du mouvement, et les coordonnées 
du point changent à mesure qu il marche sur cette ligne dans l'espace , et, si 
Ton veut se rendre compte de l'effet de ce mouvement entre deux points 
donnés de la trajectoire, points dont les coordonnées seraient fixes, on se dira 
que le mobile a parcouru telle distance dans tel temps. Le rapport de la dis- 
tance parcourue au temps employé à la parcourir est donc la première mesure 
qui se présente à l'esprit pour estimer le degré de rapidité du mouvement. 
Lorsque ce rapport reste constant, quelle que soit la durée du mouvement, ce 
mouvement est uniforme. Il est varié lorsque le rapport de l'espace parcouru au 
temps employé à le parcourir varie à chaque instant du mouvement. 

L'unité à laquelle se rapportent les espaces parcourus est l'unité de longueur 
ou le mètre. L'unité de temps est la seconde sexagésimale ou la 86 /ioo^ partie 
du jour solaire moyen, divisé, comme on le sait, en a/i heures, l'heure étant 
divisée en 6o minutes, et la minute en 6o secondes. 

27. Vitesse y accélércuiony masse. — Dans le mouvement uniforme, la vitesse 
s'exprime en unités de longueur par unité de temps ; l'espace parcouru étant 
proportionnel au temps employé à le parcourir, il est clair que, si l'on porte 
sur une ligne horizontale prise pour ligne des abscisses les valeurs du temps 
comptées à partir de l'origine du mouvement, et si l'on porte sur les ordonnées 
correspondantes les espaces parcourus, les points déterminés par ces ordonnées 
seront tous sur une ligne droite passant par l'origine des coordonnées. Tout 
mouvement uniforme et rectiligne ne peut d'ailleurs être produit que par une 
force instantanée, c'est-à-dire par une force qui n'agirait sur le mobile que pen- 
dant un temps très court; le mobile prendrait sous cette impulsion une vitesse 
et une direction qu'il conserverait ensuite indéfiniment. Mais lorsque les forces 
varient d'intensité et de direction avec le temps, les trajectoires parcourues 
ne sont plus, en général, rectilignes, ni les vitesses constantes. Dans un pareil 
mouvement, la vitesse V d'un point au bout du temps t est le rapport -r-. de 
l'élément ds de trajectoire parcouru au temps infiniment i^elii dt employé à la 
parcourir. Cette expression de la vitesse dans le mouvement varié est évidente. 
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si l'on admet que ie mouvement soit uniforme pendant la durée infiniment 
petite de l'instant dl : mais elle se déduit plus rigoureusement des considéra- 
tions suivantes : si At représente un certain accroissement fini, très petit, du 
temps au bout du temps ^, et Aa la longueur de Tare parcouru pendant ce 
temps par le mohile sur la trajectoire, la vitesse serait représentée par T^'Si 
ce rapport était constant, c'est-à-dire si A« était proportionnel à Ar; mais la 
valeur de ce rapport dépend généralement de la grandeur absolue de Ai, ce 
qui suffit à démontrer que l'on ne saurait ici attribuer à cet accroissement une 
valeur finie. Cette valeur ne pourrait, en effet, être qu'arbitraire et, de plus, 
elle ferait dépendre la vitesse au bout du temps t des modifications que le 
mouvement pourrait subir après ce temps; ce qui est inadmissible. 11 faut 
donc nécessairement que l'accroissement Aï devienne plus petit que toute 
grandeur donnée, et dès lors l'expression de la vitesse au bout du temps t ne 
peut Atre donnée que par la limite vers laquelle tend le rapport -^ à mesure 
que Ai tend vers zéro, c'est-à-dire par la dérivée de premier ordre -A de 
l'expression analytique de l'espace parcouru par rapport au temps; de sorte 
que, si celte expression est 

la vitesse V au bout du temps t aura pour expression 

si f{i) est donnée, V s'en déduit donc par une différentiation , et, réciproque- 
ment, si y était donné en fonction de t et par la relation 

on en déduirait par l'intégration 

8 =^ J\ dt ^ f(p {t) dt + const. 

Nous ferons remarquer maintenant que la vitesse allant, dans le mouvement 
varié, en s'accélérant ou en se ralentissant avec le temps, l'accroissement 
positif ou négatif que prend cette vitesse pendant l'unité de temps varie lui- 
même avec le temps. La mesure de cette vitesse de la vitesse, si l'on peut 
employer cette expression, ou de l' accélération y pour employer le terme consa- 
cré par l'usage, s'obtient par des considérations analogues à celles que je viens 
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de faire valoir, et son expression est -jr; de sorte que, si nous représentons 
parj l'accélération, le mouvement étant quelconque, on aura 

J'^dt^di:^^ dt J vr 

L'accélération étant définie, nous arrivons à la définition de la masse, et je 
commence par formuler un principe qu'il faut tenir pour évident. 

Le rapport de rintensilé d!une force à V accélércuion quelle produit est constant. 
Si F, F', F" représentent diverses forces, j\ J^f les accélérations qui leur 
correspondent, on aurait, d'après ce premier principe, 



F F' F" 

-r = -,= -^ = IW , 

J J J 

m étant un nombre constant pour un même corps. C'est ce nombre que l'on 

appelle la masse du corps. 

On tire de là 

F = my, F' = »n/. F'=m/. 

Si deux forces F, F' communiquent une même accélération à deux corps 
de masses différentes m, m\ on peut poser dans ce cas, d'après les relations 
précédentes : 

F = mj, F' = m)'; 



d'oi\ l'on déduit immédiatement 



F'"~m" 



c est-à-dire que les forces sont proportionnelles aux masses quand elles produisent 
sur ces masses la même accélération. 

On déduirait encore des relations précédentes 

l-l 
F'""/' 

soit la proportionnalité des forces aux accélérations quelles produisent sur une 
même masse. 

Considérons maintenant un corps soumis à la seule action de la pesanteur. 
Nous savons que cette action, qui attire les corps vers le centre de la terre, 
est continue (n" 2) et toujours la même, et cela, que les corps soient à l'état 
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d'équilibre ou à l'état de mouvement. L'e^Lpérieiice constate, en effet, que 
tout corps pesant tombant dans le vide en un lieu déterminé prendra con- 
stamment; suivant la verticale du lieu, le même accroissement de vitesse dans 
l'unité de temps. La valeur numérique de cette accélération constante est à 
Paris et à l'altitude zéro, c'est-à-dire au niveau de la mer, égale à g"",8o88, 
soit en nombre rond 9",8o9. Nous verrons plus loin comment cette accéléra- 
tion, constante pour un même lieu, varie avec la latitude et l'altitude des 
lieux ; mais, pour le moment, nous pouvons, en supposant que nous ne chan- 
gions pas de lieu, regarder l'accélération g" de la pesanteur comme constante 

et poser 

gr = 9-,8o9. 

Si Ton désigne maintenant par P le poids d'un corps et par m sa masse, on 
aura, d'après les relations posées plus haut entre les forces et leurs accéléra- 
tions , 

d'où 

P 

g' 

si w désigne d'ailleurs le volume du corps etTr le poids de son unité de volume, 

on aura 

P=7rtts 
d'où 

g 

Dans cette expression - est la masse de l'unité de volume ou ce qu'on appelle 
en mécanique la densité; de sorte que, si l'on désigne cette densité par p, on 



aura 






d'où 

on aura dès lors pour exprimer la masse les trois expressions suivantes : 

P 

(D) !m = 






t»= pt». 
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On pourra se servir, suivant les données de la question, de Tune ou de 
Tautre de ces trois expressions, qui sont équivalentes* C'est de la troisième 
de ces expressions que je me suis servi au numéro a& pour la niasse pdxdydz 
de l'élément de volume dxdydz^dw. 

!28. Forces rapportées à V unité de masse. — Nous savons maintenant mesu- 
rer les masses, et les forces elles-mêmes peuvent se rapporter à l'unité de 
masse, au lieu de les rapporter, comme on Ta fait dans la statique, à l'unité 
de poids, et elles sont, dans ce nouvel ordre d'idées, mesurées par les vitesses 
qu'elles impriment à l'unité de masse dans l'unité de temps. C'est ce qui 
résulte des relations que nous avons établies plus haut entre les forces, leurs 
accélérations et les masses. La force étant rapportée maintenant à l'unité de 
masse, V unité absolue de force devient pour nous la force qui, agissant sur Tunité 
de masse pendant Vunité de temps , produit P unité de vitesse. 

Le poids d'une unité de masse a pour valeur, en unités absolues de force, 
l'accélération g de la pesanteur; c'est ce que démontre immédiatement la 
première des relations (D) si l'on y fait m=- 1, puisqu'elle donne P^^g". Le 
poids d'un corps ayant l'unité pour masse serait donc de 9^,809. 

Si dans la première des formules (D), au lieu de faire m = 1 , on faisait P == 1 , 
elle donnerait m =«-= -g — = 0,1 02. Ce nombre 0,102 exprimerait donc la 
masse d'un corps dont le poids serait de 1 kilogramme ou l'unité de poids. 

L'unité de masse est arbitraire en définitive, puisque la masse n'est qu'un 
rapport, celui de la force à l'accélération qu'elle produit, et l'on peut dès loi^ 
toujours choisir cette unité de manière que l'on ait V = mg^ suivant la pre- 
mière des équations (D). 

Je ferai remarquer, d'ailleurs, que, dans l'expression m =-» m est une quan- 
tité constante, attendu que, si la force P et son accélération g varient avec l'al- 
titude et la latitude du lieu, elles varient dans le même rapport. L'unité de 
masse est donc pour la mesure des. forces plus générale et plus rationnelle 
que l'unité de poids, puisque celle--ci varie d'un lieu à un autre, tandis que la 
première reste constante pour le monde entier. 

29. Quantité de mouvetnent. — Je ferai remarquer maintenant que, si l'ac- 
célération est constante, on peut, en se rappelant que l'expression de celte 
accélération est -^ y poser la relation 



dV - 
dt^J 
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dans iaquelley est constant. On en déduit immédiatement par Tintégration » et 
en supposant la vitesse initiale nulle, 

Si Ton considère maintenant une antre accélération constante/ et que V soit 
la vitesse correspondante, on aura de même 

d'où, pour une même valeur de /, on déduit 

1 i 

Les vitesses sont donc y hrsque la vitesse initiale est nulle y c* est-^indire lorsque le 
corps part du repos, proportionnelles aux accélérations , et, comme on a vu plus 
haut que Ton avait 

F = m;, F'=-m/, 

on eu déduit immédiatement 

F mV 



F' m'V 

Il résulte de là que, lorsqu'un corps part du repos pour se mettre en mouve- 
ment y les forces sont entre elles comme les quantités de numvement. La quantité de 
mouvement donne donc une nouvelle mesure de laj force. Il faut remarquer 
toutefois que, pour les forces continues qui produisent des vitesses allant en 
s'accélérant, comme la pesanteur p^r exemple, la définition de la force par le 
produit de la masse et de la vitesse n est plus suffisante, et il faut y ajouter 
ridée du temps pendant lequel s'exerce Taction de la force. Il faut donc, pour 
définir complètement une pareille force, dire qu'elle est capable d'imprimer 
à telle masse telle vitesse dans tel temps, et la valeur de la force F peut être 
exprimée par le nombre représentant le produit mj de la masse m par la 
vitesse j qu'elle est capable de lui imprimer dans l'unité de temps. Il résulte 
de là que le nombre P, qui représente le poids d'un corps ou la valeur en 
unité de poids de l'action qu'exerce sur ce corps là pesanteur, et le nombre nig, 
qui représente la quantité de mouvement que l'accélération g de la pesanteur 
imprimerait à ce corps dans l'unité de temps, sont également propres à repré- 
senter la force que la gravité développe sur le ,corps donné. Les nombres P 
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el fit^sont donc uccessairement proportionnels, et, comme l'unité de masse est 
arbitraire, on peut écrire 

ce qui ramène à la première des expressions (D) et ne fait que confirmer ce 
qui a été dit aux numéros ^ 6 et 27. 

30. Composition des vitesses et accélérations. — On vient de voir que, pour 
les forces constantes et pour celles qui donnent des accélérations constantes, 
les forces sont entre elles comme les vitesses qu elles impriment à une même 
masse. Lorsque ces forces varient avec le temps, elles sont proportionnelles 
aux accélérations ou aux accroissements que subissent les vitesses dans Tunité 
de temps. Il résulte immédiatement de ces relations entre les forces et les 
vitesses ou les accélérations que tous les principes de composition et de décom- 
position des forces qui ont été établis au chapitre 1^' s'appliquent également 
aux vitesses et aux accélérations, et c'est celte considération qui a donné nais- 
sance à la cinématique ou mécanique géométrique élémentaire, dans laquelle 
on part de ces propriétés de composition et de décomposition des vitesses et des 
accélérations pour étudier les mouvements indépendamment des causes qui 
les produisent. La cinématique simplifie très certainement les questions de 
mouvement, qu'elle traite indépendamment des idées de masse et d'inertie in- 
séparables de la mécanique véritable; elle met à la portée de tout le monde w J 
ce qu'il y a, pour ainsi dire, de palpable dans les mouvements, mais elle a le 
grave inconvénient de laisser ceux qui l'étudient exclusivement dans la plus 
profonde ignorance sur les causes dominantes du mouvement et de faire, par 
conséquent, une complète abstraction du côté philosophique de la mécanique. 
Je tiens, en ce qui me concerne, pour la vieille école, ainsi que je l'ai déjà 
dit dans mon introduction. Il ne faut pas oublier d'ailleurs que c'est Lagrange 
qui en est le grand maître, et l'on peut, sans risque, s'enrôler sous son drapeau. 

Il résulte de l'assimilation faite plus haut entre les forces et les vitesses ou 
les accélérations qu'elles produisent que, si u, r, w sont les composantes de 
la vitesse V suivant les trois axes de coordonnées rectangulaires des jp, y, z 
ou les projections de cette vitesse sur les axes, on aura, entre la vitesse et les 
composantes, les mêmes relations que celles que nous avons établies au nu- 
méro 6 entre la force et ses trois composantes rectangulaires, soit 

« 

V =w 4-t; +w , 
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et les cosinus des angles que fait la direction de la vitesse V avec les axes ont 
pour expressions : 



U V w 

V' V' V 



Si l'on désigne d'ailleurs par dx, dy^ dz les projections sur les trois axes du 
déplacement ds, on aura 

Vds dx dy dz 

d'où 

d$ = Sdl, dx=udt, dy=vdt, dz=wdt. 

Le calcul différentiel conduit, entre d» et dx, dy, dz, à la relation 

• ds =dx +dy +dz , 
d'où 

relation qui ne fait que reproduire, sous une autre forme, la relation donnée 
tout à l'heure entre V et w, v, w. 

Pour les accélérations ^» dont 3^' 5^» 5#ï sont les composantes suivant 
les trois axes, on aurait de même la relation 

w) ^\W) +lrfFJ "^W/ " 

Il faut se familiariser avec les diverses expressions qui viennent d'être don- 
nées, attendu qu'elles se représentent à chaque instant dans la mécanique; 
elles ne sont que la conséquence du parallélogramme des forces appliqué 
aux vitesses et aux accélérations. Ce principe s'applique d'ailleurs aussi, en 
cinématique, à la composition et à la décomposition des mouvements. Cette 
expression n'est pas heureuse, à mon sens, et je préférerais celle de composi- 
tion des déplacements^ attendu que le principe du parallélogramme ne peut s'ap- 
pliquer que lorsque les axes des trajectoires sont assez petits pour être regardés 
comme des lignes droites, et que dès lors il ne peut être question que de ces 
mouvements élémentaires que l'on désigne généralement par le mot dépla- 
cemsnts. . 

31. Composition des déplacements; mouvements relatifs. — Le déplacement 



\ 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 53 

résultant de deux déplacements dont les directions se rencontrent est repré- 
senté en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramAie , dont 
les côtés représentent en grandeur et en direction ces deux déplacements. Si 
Ton désigne par Sx^ Sy, Sz trois déplacements sur les axes qui ont lieu à partir 
du point dont les coordonnées sont x, y^ z, le déplacement résultant Ss aura 
pour expression 

{Ssf^{Sxf + {Syf + {Szf, 
et les cosinus des angles que fera Ss avec les axes auront pour expression 



Sx 






Sz 

J*' 



Le parallélipipède des forces, applicable ici, conduit immédiatement à ces 
dernières relations. 

Si l'on avait d ailleurs à combiner plusieurs déplacements Ss^ Ss^^ Ss^. . . 
on appliquerait les règles indiquées au numéro 5 pour les forces, et le prin- 
cipe général auquel satisfont toutes les compositions et décompositions de 
forces, de vitesses, d accélérations, de déplacements est que, en projection sur 
une ligne droite quelconque, la résultante est égale à la somme des composantes. 
Supposons maintenant qu'un point matériel parcoure une trajectoire MN 

(fig. 8), et que cette trajectoire elle-même participe 
au mouvement d'un système, de telle sorte que, 
dans un intervalle de temps très petit, la trajec- 
toire MN prenne la position M'N'. Un point m pris sur 
la trajectoire MN participerait à deux mouvements, 
l'un qui, dans le même intervalle très petit de temps, 
le portera de m en n sur celte trajectoire, l'autre de 
m en m' sur la direction du mouvement d'entraîne- 
ment du système, et le déplacement réel du point 
pendant ce même intervalle de temps serait mn ou 
la diagonale du parallélogramme construit sur les 
deux déplacements mn et mm\ assez petits pour qu'on 
puisse les considérer comme des lignes droites. 

Dans im pareil système animé d'un double mouvement, mn représenterait la 
vitesse relative et mm' la vitesse d^entrainement y de sorte que la vitesse absolue mn' 
serait la diagonale du parallél(^amme construit sur la vitesse ^ relative et la vitesse 
d^ entraînement; d'où l'on conclurait immédiatement, eu menant nm,^ parallèle à 
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n'niy que la vitesse relative mn est la rémltante de la vitesse absolue mn et de la 
vitesse d'entraînement mm! prise en sens contraire; on verrait de même que la 
vitesse d'entraînement serait la résultante de la vitesse absolue et de la vitesse relative 
pnse en sens contraire. 

Ces propriétés subsisteraient, d'ailleurs, encore si le système par rapport 
auquel le point m est en mouvement était lui-même en niouvement par rap- 
port à un autre système, et Ton pourrait composer les déplacements ainsi que 
les vitesses dus à cette série de mouvements comme on compose un système 
de forces. 

Si nous revenons jnaintenant au système des déplacements suivant trois, 
axes rectangulaires des coordonnées, nous pouvons regarder les composantes 
w, î;, tv de la vitesse V comme trois vitesses simultanées, et regarder une de ces 
vitesses comme une vitesse relative et les deux autres comme des vitesses 
d'entraînement, et la résultante de ces trois vitesses donnera la vitesse abso- 
lue V. 

On peut donc composer maintenant les mouvements relatifs comme les 
mouvements absolus, et, il faut bien le dire, il n'y a pas de mouvements abso- 
lus qui puissent se rapporter à des points ou à des systèmes parfaitement 
fixes. Ainsi le mouvement de translation de la terre dans son orbite autour du 
soleil et son mouvement de rotation diurne autour de son propre axe font 
qu'il n'y a pas un seul point de sa surface qui soit réellement fixe; mais 
comme nous participons à ce double mouvement, qui nous entraîne et nous 
fait tourner en même temps que la terre, les points que nous considé- 
rons à sa surface nous paraissent fixes, et c'est ainsi que l'on est conduit à 
admettre ce principe général qu'un mouvement relatif de deux systèmes n'est pas 
altéré Im^quon leur imprime à tous deux un mouvement £ entraînement (ou du 
moins de translation). Un autre principe des mouvements relatifs est que, si 
un point matériel est soumis à plusieurs mouvements simultanés, chacune des forces ou 
des vitesses qui agissent sur ce point matériel produit son effet comme si elle agissait 
seule, c est-à-dire qu'elle fait parcourir au point et parallèlement à sa propre direc- 
tion le même espace que si elle agissait isolément. 

Je ne connais pas de démonstration de ce second principe, et il n'est pas de 
nature à être directement vérifié par l'expérience, mais il se vérifie par l'ac- 
cord avec les faits des cons'équences analytiques qu'on en déduit, et c'est 
surtout l'astronomie qui fournit ces vérifications pratiques. Sa démonstration 
se fera peut-être encore longtemps attendre, comme il en a été pour le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, dont la première démonstration rigoureuse a été 
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donnée plus d'un siècle après que Galilée en avait fait les premières appli- 
cations. 

32. Inertie. — La dynamique est, par rapport au mouvement produit par 
Faction des forces, ce que la statique est par rapport à leur équilibre, et la 
différence des résultats ne tient absolument qu'à Tinlroduction, par In dyna- 
mique, d'une force spéciale qui se manifeste dans tout mouvement; de sorte 
que, si l'on pouvait établir a priori les équations générales du mouvement 
d'iui corps ou système de corps, ces équations conduiraient immédiatement à 
celles de l'équilibre, à la seule condition d'y annuler cette force spéciale, qui 
est rinertie; et, réciproquement, les équations de l'équilibre conduisent à 
celles du mouvement, comme on le verra tout à l'heure, en y introduisant 
cette force, qui demande maintenant à être clairement définie, puisqu'elle joue 
un rôle aussi considérable dans les lois de la mécanique. 

L'inertie est une propriété évidente dans les corps en repos, «t un corps en 
repos ne peut pas passer de lui-même à l'état de mouvement. Il ne pourrait pas 
davantage passer de lui-même de l'état de mouvement à l'état de repos. C'est 
là un fait parfaitement constaté et que l'expérience vérifie journellement. Il 
s'ensuit que, si un corps est en mouvement, il tendra, en vertu de son inertie y 
à continuer son mouvement et à résister en même temps à toute force tendant 
à modifier ce mouvement de quelque manière que ce soit. L'inertie constitue 
dès lors une véritable force, et il s'agit d'en trouver l'expression. 

Pour chaque point de masse m d'un corps quelconque soumis à la force F 
donnant lieu à une accélération y, on a, comme on l'a déjà vu plus haut, la 
relation 

de sorte que la somme des projections des forces sur un axe quelconque est 
égale à une somme d'expressions de la forme mj cos <^, <^ étant l'angle de cet 
axe avec la direction de la force ; or, si l'on remarque que l'expression précé- 
dente peut s'écrire ainsi qu'il suit :, 

F— m; = o, 

on pourra dire que mj représente la réaction opposée par le point de masse m 
à la force F, réaction qui est, comme on le sait, égale à l'actiop^^^ et qu'on 

^'^ C'est à Newton que l'oo doit le principe de l'ëgalitë de l'action et de la réaction que confirme 
rexpërience. 
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nomme force d'inertie du point. Donc ^mjcosS représentera la projection de 
la réaction totale opposée par le corps aux forces qui le sollicitent, réaction 
qui se composera en général de plusieurs résultantes, et qu'on appelle réaction 
d'inertie £un corps. La force ^inertie est la résultante de toutes ces réactions 
transportées en un même point de l'espace, et l'on voit qu'elle doit faire équi- 
libre à la résultante des forces qui agissent sur le corps, transportées en ce 
même point. 

Il résulte de là que^ à un instant quelconque du mouvement y il y a équilibre 
entre les forces extérieures et les forces d'inertie. 

Je ferai remarquer, en terminant, que l'inertie joue, comme la pesanteur, 
le rôle d'une force répartie entre tous les éléments du volume des corps. 

33.' Équations du mouvement. — L'énoncé qui vient d'être indiqué est, à la 
forme près, celui du principe de d^Alembert. On trouve des démonstrations 
de ce principe dans les traités de mécanique, mais ce principe n'est même 
plus nécessaire, étant admis que le mot inertie exprime le produit de la masse 
d'un corps par son accélération , produit qui revient à la résultante des réac- 
tions que le corps exerce et qui sont égales et opposées aux actions qu'il 
reçoit, ainsi que l'a fait remarquer M. de Saint-Venant dans son étude sur la 
constitution des atomes (pages 89 et 60). 

En introduisant les inerties comme forces dans les équations de l'équilibre 
statique, on arrive donc aux équations de l'équilibre dynamique qui régissent le 
mouvement, et l'on n'a plu? besoin d'invoquer le principe de d'Alembert, qui, 
dans la plupart des traités de mécanique, a un autre énoncé que celui que 
l'auteur lui-même en a donné dans sa Dynamique, et dont l'intelligence n'est 
pas toujours exempte d'embarras , pour me servir des propres expressions de 
M. de Saint-Venant. Il suffit de savoir que, dans tout mouvement, le système 
des forces qui agissent sur un corps, en y comprenant les forces d'inertie, 
devra se faire équilibre sur lui. C'est donc qu'en chaque point la force 
d'inertie est égale et contraire à la résultante des autres forces, ou, en d'autres 
termes, que l'accélération de chacun de ces points est due à ces forces. 

Les forces d'inertie, pour chaque point de masse tn, donnent, suivant les 
trois axes rectangulaires des coordonnées, les composantes 

d'^x dhi dh 

"^W "^W '''It^' 

qui doivent être prises en sens contraire des composantes des forces. Si donc 
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oh introduit les inerties dans les équations d'équilibre A et B d'un système quel-r 
conque de forces données au numéro i a , celles-ci deviennent 

, SY-Smg = o, 

S (Zy - Yz) - S (m^'y -mgz) - , 
S(Xz-Z.)-S(m§z-mgx)-o, 

qui s'écrivent ordinairement ainsi qu'il suit : 

'»5^ = 2Z; 

S(w5^y-m^z) = 2(Zy-Yz), 
(Bj) j i;(TO^z-»»j^ar) = S(Xz-Zx), 

Telles sont les conditions du mouvement d'un système rigide et inexten- 
sible soumis à des forces extérieures quelconques. 

J'ai fait remarquer, à propos du principe des vitesses virtuelles, au nu- 
méro 1 3, que les conditions (À) et (B) de l'équilibre données au numéro i s 
pouvaient se déduire de ce principe, qui devenait ainsi le principe unique 
duquel découlait toute la statique. On pourrait en dire autant du principe de 
d'Alembert par rapport à la dynamique. L'ensemble de ces deux principes 
fondamentaux renfermerait les solutions de toutes les questions de la méca- 
nique définie comme science de l'équilibre et du mouvement, et, comme le 
principe de d'Alembert n*est même pas nécessaire, ainsi que je l'ai indiqué 
un peu plus haut, pour ramener toutes les questions de mouvement à des 

Traité d'hydrauliqae. -- I. 8 
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questions d'équilibre, on peut dire que c'e$t h principe des vitesses virtuelles qui 
renferme toute la mécanique. On voit, d ailleurs, conabien était rationnel l'ancien 
ordre d'études, qui commençait par la statique, puisque la simple introduction 
des inerties réduit toutes les questions de dynamique à des questions de sta- 
tique. On ne voit vraiment pas qu'il y ait eu de bonnes raisons pour changer 
tout cela, en laissant pénétrer jusque dans l'enseignement supérieur cette mé^ 
canique professionnelle appelée cinématique, qui devrait, à mon sens, être 
réservée surtout aux écoles des arts et métiers. 

Art. 2. — Principes GENiBAux du mouvement. 

3à. Mode de déduction de ces principes. — On peut déduire, des équations 
(A^) et^B^) du mouvement que nous venons d'établir, les principes géné- 
raux de la dynamique, comme nous avons déduit, au numéro la, les prin- 
cipes généraux de la statique des équations (A) et (B) de l'équilibre. 

35. Principe du mouvement du centre de gravité. — Nous reprenons ici les 
relations (D') trouvées au chapitre précédent, numéro ai, pour les coordon- 
nées a?^, y^, z^ du centre de gravité d'un système de corp3, 

P;c^ — 2pz, 

en faisant remarquer que, d'après la première des relations (D) du numéro 37, 
on a, en désignant par M et m les masses totale et individuelle : 

m 
^ S 

Les trois équations précédentes deviennent donc : 

My^ = Smy, 
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d'où l'on déduirait : 

et, en vertu de ces dernières équations, les équations ^A^^ du numéro 33 
deviennent : 

(K) { M^-SY, 

Ces trois équations établissent le principe du mouvement du centre de gravilé, 
qui s'énonce ainsi qu'il suit : 

Le centre de gravité £un système solide se metU comme si toute la masse y était 
concentrée et que les forces extériewes y fussent directement appliquées. 

36. Principe des quantités de mouvement. — Les équations (A^^ du nu- 
méro 33 peuvent s'écrire de la manière suivante, en se rappelant que Ton a 

dx dy dz 

S du w 

Smg-2Y, 

Sdw XI 17 

et, si on les multiplie par dl, elles deviennent : 

2m du^^Xdt, 

^mdw^^Zdt. 

Le produit ¥dt d une force par le temps infiniment petit dt pendant lequel 
elle agit est ce qu'on appelle l'impulsion élémentaire de cette force, et Vimpulsion 



X 
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de la force est Tintégraie jFdt prise entre les limites du temps pendant lequel 
cette force agit. 

Les équations précédentes, étant intégrées, deviennent : 

tioi Vo, vDq étant les valeurs des vitesses u, t;, w pour la valeur ^o du temps. 

Les premiers membres de ce système d'équations représentent les accrois-^ 
sements des quantités de mouvement en projection sur les trois axes rectan* 
gulairesdes coordonnées, et les. seconds membres, les impulsions des forces 
entre les valeurs ^o et t du temps projetées sur les mêmes axes. Le système (1) 
conduit à Ténoncé suivant du principe des accroissements des qtumlités de mouve- 
ment ^ en faisant remarquer que, s'il est vrai pour trois axes rectangulaires 
entre eux, il le sera pour un axe quelconque : 

En projection sur un axe quelconque ^ la somme des accroissements des quantités 
de mouvement est égale à la somme des impulsions des forces extérieures^ ou, en 
d'autres termes, la somme des accroissements des quantités de mouvement et celle des 
impulsions des forces y prise en sens contraire, se font équilibre si on les considère 
comme des forces et qu'on les transporte en un même point. 

Cet énoncé, qui exprime Féquilibre dynamique de translation, est analogue à 
celui du principe de Véquilibre statique de translation exprimé au chapitre pré- 
cédent, à la fin du numéro 12. 

Si, au lieu d'accroissement, il y avail perte de quantité de mouvement, 
l'énoncé du principe deviendrait le suivant : 

En prdjecùon sur un axe quelconque, la somme des pertes des qtumtités de mouve^ 
ment est égale à la somme des impulsions des forces extérieures. 

Le théorème des accroissements des quantités de mouvement s'applique à 
tous les corps, et, tant qu'on n'admet pas de déplacements incompatibles avec 
les liaisons du jsystème, il n'y a pas lieu de le modifier. Du reste, les forces 
intérieures se détruisent, en général, deux à deux, ainsi que leurs impulsions; 
et si l'on n'admettait pas cette restriction, il faudrait étendre le mot extérieures 
tant aux forces extérieures proprement dites qu'aux forces de liaison. Cette 
remarque permet d'appliquer le théorème des quantités de mouvement aux 
^fluides; c'est elle qui justifie aussi son emploi dans le choc. 
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37* Principe des moments des quantités de mouvement. — Prenons maintenant 
les équations ŒA du numéro 33 : considérons, par exemple, la troisième 
équation de ce groupe : 

Elle peut s'écrire ainsi qu il suit : 

â2».(S«-ëy)-S(ï<r-Xy)-M,. 

M^ étant la projection sur Taxe des z de Taxe du moment des forces exté-*- 
rieures, cette quantité est bien égale à la somme des axes des moments des 
diverses forces projetées sur Taxe des z. Chacun de ces moments est de la 
forme Yo; — Xy, ainsi qu'il est facile de le voir et comme on la déjà établi au 
chapitre précédent, numéro g. 11 est également facile de voir que l'expression 

(dy dx \ 

représente le moment de la quantité de mouvement du point de masse m 
projeté sur l'axe des z^ et si l'on désigne par L^., L , L^les projections, sur les 
trois axes rectangulaires des coordonnées, de l'axe L de ce moment, les équa- 
tions (Bj) peuvent, d'après ce qui vient d'être dit, s'écrire ^ous la forme très 
simple qui suit : 

En multipliant ces équations par dt et en les intégrant ensuite entre les limites 
io et (, on a : 

L -L -Tm dt, 

(m) Il ~l -Tm dt, 

L-L «Tm dt. 

Ce système d'équations conduit immédiatement à l'énoncé du principe des 
moments des quantités de mouvement : 
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En projecUm sur un axe quelconque ^ la somme des accroissements des moments des 
quantités de mouvement est ^ale au moment de Vimpulsion totale des forces extérieures. 

S'il y avait perte au lieu d'accroissement du moment de ia quantité de mou* 
vement, Ténoncé de ce théorème se modifierait comme nous Tavons fait pour 
Je théorème des quantités de mouvement; on se rappellera d ailleurs toujours 
que, si le corps est déformahle^ le mot extérieures comprend, outre les forces 
extérieures proprement dites, les forces de liaison, et Ton pourra même faire 
abstraction de celles-ci, comme ayant deux à deux des moments totaux nuls, 
si elles sont constamment égales et opposées deux à deux, ainsi qu'il arrive 
toujours dans la nature. 

38. Principe des forces vives. — On appelle /orce vive d'un point de masse m 
en mouvement le produit mV de sa masse par le carré de sa vitesse ou le 
produit de sa quantité de mouvement mV par sa vitesse V. 

Le travail élémentaire d'une force est le produit R(cosR, </«)«& de son inten- 
sité R par la projection (fecos(R, ds) sur la direction de la force de son dépla- 
cement ds suivant la trajectoire du mouvement du point matériel de masse m 
auquel la force est appliquée. Le travail de la force entre deux valeurs to et t 
du temps auxquelles correspondent les valeurs «o et s des arcs de trajectoire, 
comptés à partir d'un point fixe pris sur cette trajectoire, est représenté par 

l'intégrale | R(cosR,rfs)rfs. 

Il est facile de voir d'ailleurs que l'expression du travail élémentaire de la 
force, tel qu'il vient d'être défini, revient à dire que ce travail est le produit 
de la force par le déplacement dr dans la direction de la force, qu'on a, 
en un mot, Rcos(R,ds)(/s = Rrfr. 

Ces définitions données, reprenons l'équation générale du principe des 
vitesses virtuelles donnée au chapitre précédent (n^* i3): 

(b) 2F(cosF,^s)& = o, 

dans laquelle Ss désigne un déplacement quelconqqe, mais qui soit compa- 
tible avec les liaisons du système. Si nous désignons toujours par X, Y, Z les 
composantes d'une force suivant les trois axes rectangulaires des coordonnées, 
et que l'on considère chacune de ces composantes comme une force se dépla- 
çant dans sa propre direction, la condition précédente deviendra 

(b') ^\Sx+YSy + ZSz)^o. 
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En introduisant dans cette équation les inerties — w»t^» ~*'*^^ ~"*«P' 
elle s'appliquera au mouvement, et l'on aura 

(n) S(X-mgyx+S(Y-mj-;^)%+S(Z-mg)^^-o; 

mais il faut bien remarquer que, dans l'équation (b), le symbole S ne sap- 
pb'que quaux déplacements compatibles avec les liaisons; or, pour un pareil 
déplacement, la somme des travaux dus aux forces de liaison est nulle, de 
sorte que l'équation (b) subsiste, en comprenant dans le symbole F les forces 
extérieures et intérieures ^ à 1 exclusion des forces de liaison. Il suit de là que, 
dans l'équation (n), X, Y, Z désignent maintenant les composantes suivant les 
axes des forces extérieures et intérieures. 

Faisons remarquer que les conditions de liaison du système ne contiennent 
pas, en général, le temps dans leurs expressions, et dès 1qi*s les composantes 
Sx ^Sy^Sz du déplacement Ss peuvent se remplacer par les composantes dx^ dy, dz 
du déplacement réel ds sur la trajectoire, et l'équation (n) devienti 



^ni(^dx + 






dy + ^Jz)^^{Xdx + Ydy + Zdz), 



en intégrant et en se rappelant, d ailleurs, les expressions 



{t)HWH^y+m 



et 



On déduit de là la relation 



v-^- 



(1) 



«V» 



22^-= S J(Xrfa; + Ydy + Zdz) + consl. 



Mais si l'on désigne par R la résultante des forces X, Y, Z, on sait que l'on a 

^cos^ds)ds==Xdx+Yd1/+Zdz, 

relation qui dérive immédiatement de l'application du principe des vitesses 
virtiielles symbolisé par l'équation (b). L'équation (L) peut dès lors se mettre 
sous la forme suivante, en faisant disparaître sa constante par la condition que 
V = Vo pour 8 » «o et mettant le second membre sous forme d'intégrale définie : 



(L') 



mV^-SmV.» 



= SrR(co8R(&)<fo, 



/ 
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ou bien 

si T désigne la scmme totale des travaux des farces tanl extérieures qu'intérieures. 
Telle est Téquation des forces vives, qui conduit immédiatement à Ténoncé du 
théorème suivant : 

Le deminiccroissemerU de la force vive dans un temps donné d^un système quelconque 
en mouvement est ^al au travail totfd produit pendant le même temps par les forces y 
tant extérieures qu'intérieures ^ qui le sollidlent. 

Il est toujours entendu, d'ailleurs, que, si les déplacements sont assujettis 
à être compatibles avec les liaisons du système, il ne faut pas faire entrer dans 
ces forces celles qui proviennent des liaisons. 

Si l'on se reporte maintenant à Téquation (L'), il faut remarquer que son 
second membre se compose d'une somme de termes dont les uns peuvent ^tre 
positifs, les autres négatifs, et si Ton désigne par T^ la somme des termes 
positifs ou le travail moteur, et par T^ la somme des termes négatifs ou le 
travail résistant, on pourra la mettre sous la forme 



(L) S'»^'-^"'^--T -T . 



Lorsque T^ est plus grand que T^, le premier membre est positif, et cet excé- 
dent du travail moteur sur le travail résistant produit de la force vive; cette 
production de force vive diminue à mesure que T^, diminue par rapport à T^ 
et elle s'arrête lorsque T^ = T^; en ce moment la force vive se réduit à la force 
vive initiale S — . Enfin, lorsque T^ devient plus petit que T^, le premier 
membre de l'équation devient négatif, et l'on a 

^mV^ SmV,2 

Il y a donc, suivant les alternatives du mouvement, transformation d'une 
partie de la force vive en travail moteur, et inversement; mais la force vive 
S— ne s'annule jamais, elle ne fait que se transformer et se reproduire 
sous une autre forme; de sorte que le principe des forces vives est comme 
l'expression d'une grande loi naturelle et prend une généralité que n'offre 
aucun des autres principes que nous avons établis dans les numéros 35, 36 
et 37. 

Loraque le système est invariable, ce qui est le cas des solides (le mot solide 
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étant entendu dans le sens absolu d'invariabilité complète, qui n'existe , comme 
on l'a vu, qu'en théorie), les seules forces à faire figurer dans l'équation des 
forces vives sont les forces extérieures, attendu que, dans ce cas, le travail 
des forces intérieures est évidemment nul, en vertu de l'invariabilité du sys- 
tème, et, si l'on désigne par dr le déplacement de la force R dans sa propre 
direction, on aura, comme on l'a déjà dit plus haut, 

rfr=éfecos(Rrfs) 
rR(cosR(fe)éfe=rRrfr, 



Mr 



et l'équation (L') deviendra 

(L') ^ mV^-SmV.^ ^^J»- 

et, si les forces sont constantes, 

(L;) SîîîXl:^=2R(r_r„). 

Si l'on différentie l'équation (L'), elle conduit à la relation 

SmVrfV = 2Rcos(R,(fe)(fe, 

ou , si l'on ne considère qu'un seul point matériel de masse m , 

wVrfV = Rcos(R,(fc)éfe; 

d'où l'on déduit que le 'produit de la qwmlité de mouvement par la différentielle de 
la vitesse équivaut au travail élémentaire de la force. 

39. Cas d^un potentiel; conservation de la force vive. — Si la fonction 
^{Xdx+Ydy+Zdz) est une différentielle exacte d'une certaine fonction O 
de 0?, y, z, on pourra poser 

^Xdx + Ydy + Zdz)^d<l>, 
et l'équation des forces vives prendra la forme suivante : 

^0 étant la valeur que prend la fonction O pour a; -«a?©, y— yo? «=-V 

Traité d^hydraulique. — I. g 
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Dans ce cas la force vive ne dépend plus que de la fonction 0, et elle attein» 
dra son maximum et son minimum en même temps que cette fonction, ce qui 
a lieu lorsqu'on a 

(/<I>=0, 

ou bien 

Or cette dernière équation est satisfaite par la condition de l'équilibre des 
forces; d'où résulte cette remarquable conséquence que la force vive prend son 
maximum et son minimum hrsque le systèm^e se trouve dans des positions telles que 
les forces qui le sollicitent se font équilibre. 

On a donné à la fonction ^ le nom de potentiel, et lorsqu'il existe un poten- 
tiel , l'équation L" démontre qu'il y a conservation de la force vive, attendu que 
son premier membre reprendra la même valeur chaque fois que les points du 
système viendront à reprendre leurs coordonnées antérieures. On remarquera 
de plus que, dans ce cas de l'existence d'un potentiel, les intégrations qui 
déterminent la valeur de ^ qui figure à Téquation U se font sans qu'il soit 
besoin de connaître les valeurs des coordonnées a?, y, z en fonction de t, c'est- 
à-dire quelles que soient les trajectoires suivies par les points matériels qui 
composent le système; c'est ce qui n'arrive pas dans tout autre cas, et pour 
effectuer les intégrations que comporte l'équation L' qu'il faut employer alors , 
il est nécessaire de connaître les trajectoires. Ce n'est donc que dans le cas d'un 
potentiel que la voie cinématique suivie par le déplacement des points du système reste 
sans influence sur le travail accompli, qui ne dépend absolument, dans ce cas, que 
des positions initiale et finale de ces points. 

La force vive se conserverait, d'ailleurs, encore dans le cas où le système 
en mouvement ne serait sollicité par aucune force. On aurait, en effet, dans 
ce cas, X = o, Y = o, Z = o, et l'équation L deviendrait 

La force vive due à la vitesse initiale Vo se conserve donc intégralement et 
sans modification aucune pendant toute la durée du mouvement 

40. Séparation du travail des forces extérieures et intérieures. — Le travail 
élémentaire d'une force intérieure L a pour expression Ldl^ dl désignant le 
déplacement projeté sur la direction de la force; de sorte que, si l'on désigne 
par Q l'une quelconque des forces extérieures, le travail total 2)| Rcos(Rib)d9 
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des forces tant intérieures qu'extérieures qui constitue le second membre 
de l'équation L' des forces vives sera égal à la somme des travaux des 
forces extérieures et intérieures 2 1 Q cos (Q, ^) <& et H I L dl, et, si l'on pose 
S Jq cos(Q,<fc) <& = T^ et 2 Jl<«=T,., l'équation (L') deviendrait 



(N) ^"^^'-^"^• =T+T... 



Mais, pour pouvoir calculer le terme T^ qui se compose de termes de la forme 
JLdl, il faudrait connaître la loi suivant laquelle les forces intérieures varient 
avec les distances / qui séparent leurs points d'application ou, plutôt, avec les 
distances des molécules des corps sur lesquelles s exerce leur action ; car l'inté- 
gration de l'expression JLdl n'est possible qu'à ce prix. Or cette loi est in- 
connue, comme on l'a vu au numéro 25, et l'on ne pourrait y suppléer que 
par des hypothèses plus ou moins hasardées. L'équation (N) permettrait toute- 
fois de déterminer le travail total des forces intérieures T^-, connaissant le tra- 
vail T^ des forces extérieures et la vitesse V que prendrait le système; on 
pourrait arriver ainsi à la loi expérimentale qui lierait T,. et V ou T^. et T^, 
V étant donné ; mais cela ne conduirait à rien pour la découverte de la loi 
qui régit les actions moléculaires, puisque l'on ne pourrait rien en déduire 
pour la composition de la fonction Ldl. Il n'y a donc pas un très grand 
intérêt à mettre l'équation des forces vives sous la forme (N); mais elle a sous 
cette forme l'avantage de se prêter à la définition la plus générale des corps 
comme systèmes de points matériels vibrants. II faut, dans un pareil système, 
séparer les forces intérieures, dontT^- représenterait le travail (vibrations inté- 
rieures et forces dynamométriques intérieures), et les forces extérieures, dont 
T représenterait le travail (vibrations extérieures et forces dynamométriques 
extérieures). L'équation (N) est donc la forme de l'équation des forces vives 
qui convient le mieux aux corps naturels considérés comme des systèmes maté- 
riels vibrants , ainsi qu'on l'admet dans la thermodynamique. 

Le terme du travail des forces intérieures disparsrît d'ailleurs de cette équa- 
tion dans trois cas : 1^ lorsque le système est absolument invariable, ou qu'il 
s'agit d'un corps solide dans l'acception mathématique du mot ; s"" lorsqu'il 
s'agit d'un fluide parfait qui n'est soumis à aucun changement de volume; 
3^ lorsque, le système étant élastique et soumis à des vibrations, celles-ci sont 
telles qu'il revienne périodiquement au même état moléculaire. 

Dans le premier de ces trois cas, on a en eiïet dl^o; dans le second, on a 
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L=vo ou d/=o, et dans le troisième, T, ou ^JLdl s'annule périodiquement. 
H suit de là que, si l'on ne considère que les évolutions périodiques d'un corps 
élastique, on pourra dans l'équation des forces vives négliger l'action dea forces 
intérieures, et qu'il en sera toujours ainsi pour les solides et les fluides parfaits; 
c'est donc sous la forme L que l'équation des forces vives est applicable à ces 
divers cas. 

41. Application du principe des forces vives aux machines. — Le principe des 
forces vives s'applique au mouvement des machines, et, sans entrer à cet égard 
dans 4es détails qui deviendraient étrangers à mon sujet, je dois cependant 
indiquer au moins le principe de cette application, ne fût-ce que pour mettre 
en entière évidence toute la fécondité de cette grande loi des forces vives. Il 
suffit pour^cela d'introduire dans le second membre de l'équation (L') l'ex- 
pression des résistances que la machine a à vaincre. Si l'on désigne par Q, P 
les efforts exercés aux points d'application des forces motrices et des résis- 
tances passives, et par dq^ dp les projections des déplacements des points 
d'application de ces forces sur leurs directions, si E désigne, d'ailleurs, l'effort 
à faire pour vaincre les résistances spéciales dues aux frottements, chocs, etc. , 
de le déplacement projeté correspondant, on aura 

sJr cos (R(fc) ds = S jQrfg - SjPrfy - S jErfé?, 



et l'équation (L') deviendra 



= S jQrfg - l^jVdp - 2 jErf^ ; 



on tirerait de là, par la différentiation , 

SmVrfV = SQdî~SP4?-^2E(fe. 

Si dans le mouvement de la machine la vitesse devenait constante, c'est-à-dire 
si le mouvement devenait uniforme, on aurait (/V = o et, par conséquent, 

SQrfy-2P(/p-2E(i<? = o, 

équation qui exprime l'équilibre entre le travail moteur et le travail résistant. 
Réciproquement, si cet équilibre a lieu, on en déduit que le mouvement 
devient uniforme, puisque cette dernière équation entraîne la condition 

SmVrfV-o, 
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qui ne peut être satisfaite que par la condition rfV«=o ouV = o; mais la con- 
dition V=»o nest pas applicable ici, puisqu'on ne suppose pas que la vitesse 
initiale de la machine soit nulle, et c'est dès lors la condition d\ = o ou de la 
vitesse constante quil faut admettre. 

On arriverait d'ailleurs à cette même condition dV -=o en exprimant que la 
force vive est un maximum. 11 suit de là que dans toute machine la force vive 
ne peut atteindre son maximum que dans les périodes du mouvement de la machine 
où le travail moteur est égal au travail résistant. 

42. Force vive dans le choc. — Autrefois on admettait que le choc entre 
deux corps élastiques se composait de deux périodes séparées l'une de l'autre 
par l'instant oi!i la compression mutuelle des deux corps atteint son maximum. 
Dans la première période, la compression va en augmentant de zéro jusqu'à 
ce maximum, depuis l'instant où le choc commence jusqu'à celui où le maxi- 
mum a lieu. Dans la seconde période, la compression va en diminuant depuis 
l'instant de ce maximum, pour devenir nulle à l'instant où, TelTet du choc 
étant terminé, les corps sont, en vertu de leur élasticité, revenus à leur état 
primitif. Dans cet ordre d'idées, les percussions reçues par les deux corps 
étaient égales pendant les deux périodes du choc. 

Dans le cas des corps non élastiques, les deux corps prennent une vitesse 
commune après la première période du choc; d'où l'on déduisait que les 
vitesses imprimées aux deux corps étaient la moitié de ce qu'elles seraient, 
toutes circonstances égales d'ailleurs, si les corps étaient élastiques. Cette 
conséquence était donc, dans l'ancienne théorie, admise pour ainsi dire apriori. 

M. Résal a, dans une communication faite à l'Académie des sciences ^^^ 
établi qu'elle se vérifiait par le calcul, à la seule condition de faire abstrac- 
tion des frottements des deux corps pendant le choc. 

Il a trouvé, en effet, en mettant en équation le problème du mouvement 
pendant le choc pour les deux cas des corps mous et des corps élastiques, deux 
expressions de la vitesse normale au contact, et l'expression de cette vitesse 
pour les corps élastiques reproduit exactement celle de la vitesse pour les corps 
mous multipliée par le nombre deux. Cette démonstration de fait donnée par 
M. Résal a été suivie d'une démonstration directe donnée par M. Darboux ^^^ 
en partant du principe des forces vives. Je crois devoir donner ici une analyse 
succincte de ce travail, qui contient toute une série de propositions nouvelles 

*'^ Comptes rendu» , tome LXXVIII, page i53, séance du 19 janvier 1874. 
^'^ Comptes rendus, tome LXXVIII, page lâai, séance du i5 mai 187 4. 



) 



70 INTRODUCTION. 

se rattachant au grand principe des forces vives, sur lequel les traités de méca- 
nique ne donnent pas, à mon sens, des développements suffisamment en 
rapport avec sa haute importance. 

Désignons par X, Y, Z les composantes de la percussion agissant sur un 
point de masse m, et par u, v, tr les composantes de la vitesse de ce point 
au bout du temps tjUo^VojWo étant les valeurs de ces composantes au moment 
où le choc commence, et à partir duquel on comptera le temps. En appliquant 
ici le principe des quantités de mouvement énoncé au numéro 36, on établira 
immédiatement entre les quantités qui viennent d'être définies les relations 
suivantes : 

m(u — uA= I Xdt, 



m(v^v^)^pXdt, 
m\w — wA= i Zdt. 



W+Vo j. . J^ ^_ V+t'o^ 



Si l'on multiplie ces équations, la première par -^^—^^ la seconde par 
la troisième par "' % et qu'on les ajoute, il viendra, en se rappelant d'ail- 
leurs que l'on a \^ = u^ + v +w et ^ ^ = Uo^ +Vo^ + wj^y 

mV2-mV2 



^!^J'xdt+^^f\dt+^^^fzdu 



Nous retrouvons, dans le premier membre de cette équation, comme dans les 
équations des forces vives données plus haut, la demi-variation de la force 
vive, et, quant au second membre, il représente le travail de ia force si elle 
agissait sur un point animé d'une vitesse constante dont les composantes 

seraient î^-^% î^-^, îJlE?; Je travail élémentaire de la force aurait, en effet, 

pour expression, dans ce cas, 

a a a ' 

et le travail intégral serait dès lors représenté par le second membre de l'équa- 
tion précédente:; cette équation s'appliquerait, d'ailleurs, tout aussi bien à un 
système quelconque qu'à un point, à la seule condition de l'écrire de la 
manière suivante : 



2«iV2-2mV„2 



^J'x^^ult+fY^^dt+fz^^dt]. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉGANIQUE. 71 

On dédait immédiatement de cette équation l'énoncé du théorème général sur 
ie choc qui suit : 

Le demtroccroissement de la force vive du système est égal à la somme des travaux 
que produiraient ks percussions tant intérieures qu extérieures, si chacun des points 
d^appUcatian de ces percussions conservait pendant la durée de leur action une vitesse 
constante ^ak à la demi-^omme géainétrique de ses vitesses initiale etfoude. 

M. Darhoux fait remarquer que chaque fois que les pressions intérieures, 
qui, en vertu du principe de Tégalité de Faction et de la réaction, sont égales 
deux à deux et de signes contraires, ont lieu entre des points assujettis par la 
nature du système à demeurer à des distances constantes les uns des autres, 
les termes qui correspondent à ces percussions se détruisent dans Téquation 
précédente; de sorte que, pour le cas des corps solides, Ténoncé indiqué ci- 
dessus se modifie ainsi qu il suit : 

Dans le choc des corps solides le demi-accroissement de la force vive est égal à la 
somme des travaux que produiraient les percussions extérieures, si leurs points d' appli- 
cation conservaient pendant toute la durée de leur action une vitesse constante égale à 
la deminsomme géométrique de leurs vitesses initiale ou finale. 

Si Ton multiplie maintenant les trois équations des quantités de mouve- 
ment posées plus haut, la première par w, la seconde par r, et la troisième 
par tu, et qu on les ajoute, on arrive facilement à Téquation suivante : 



mV2-mV2 



,^r (u.-uP+K-.)^+(a>.-t,n rj'x.urf^+rY.t>rf<-hrz.n>rf^], 



OU , pour un système quelconque , 

d'où l'on déduit l'énoncé d'un second théorème général sur le choc : 

La demi-^erte de force vive est égale à la demi-force vive due aux vitesses perdues , 
moins la somme des travaux que produiraient les percumons tant intérieures qu'exté- 
rieures si chacun de leurs points ff application prenait dès le début une vitesse con-- 
stante égale à sa vitesse finale. 

Et s'il s'agissait d'un corps solide, comme la somme des travaux des per- 
cussions intérieures est nulle, on aurait l'énoncé suivant: 

Dans le choc des corps solides la demirferte de force vive est ^ale à la demi^ 
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force vive due aux vitesses perdues^ moins la somme des travaux que produiraient les 
percussions extérieures si chacun de leurs points d'application prenait dès le début 
une vitesse constante égale à sa vitesse fnale. 

M. Darboux, après avoir établi les deux théorèmes que nous venons d'ana- 
lyser, considère deux corps M et M' se choquant en un point A. L'effet du choc 
peut se représenter, en vertu du principe de l'égalité de l'action et de la réac- 
tion, par deux percussions égales et contraires dirigées suivant la normale en A 
aux surfaces de contact, VtxneJNdt appliquée au corps M, l'autre — iNrff 
appliquée au corps M'. Si Ton désigne par no, n les composantes suivant la 
normale en A des vitesses initiale et finale du point du corps M qui se trouve 
en A; par n'o» w' ces mêmes composantes pour le point du corps M' qui se 
trouve en ce même point A, on arrivera, en partant du premier des théo- 
rèmes généraux établis plus haut, aux équations suivantes : 

Pour le corps M : 

Pour le corps M' : 

\- ^-f I N(n, + n)A; 

d'où, ajoutant ces deux équations pour avoir la variation totale de force vive 
du système, 

vmV2 ^mV,2 r^TVTJW , ' '\ 

S^--S-^=J !idt{n + %^n-n^). 

Si les corps sont parfaitement élastiques, la variation de force vive doit être 
nulle; d'où l'on déduit 

n — n' = n'o — Wo, 

ce qui indique que la vitesse relative des points en contact doit changer de signe 
par suite du choc. 

Ce point étabh, M. Darboux décompose le choc en deux périodes par la 
condition que les intégrales i N dt soient égales pour chacune de ces périodes. 
Les impulsions imprimées aux deux corps dans chaque période sont égales et 
agissent dans la même direction ; d'où résulte que la vitesse reste la même 
en grandeur et en direction pour chacun des deux corps, ce qui permet de 
déterminer les composantes normales des vitesses au point de contact à la fin 
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de la première période. Il suffit pour cela de remarquer que, si n^ représente 
cette composante pour le corps M, on aura, d'après la relation précédente, 

w — «^ = w^ — «o» 
d'où 

m \ 



n — -^— •. 



Si n , représente la composante normale de la vitesse pour le corps M', on 
aurait de même 

w' + n; 



^„.= 



L'équation relative aux changements de signe de la vitesse donnée plus haut 
peut, d'ailleurs, s'écrire comme il suit : 

n + fio == n + no', 

relation qui, avec les deux précédentes, conduit à 

n =n,; 

d'oii résulte que bs vitesses normales au contact deviennent égales quand 
l'intégrale IN c^t a acquis la moitié de sa valeur définitive. 

M. Darboux fait remarquer ensuit^ que, si le choc s'arrête précisément à 
ce moment-là, on est dans le cas des corps mous. Dans ces corps, la percussion 
est donc deu}^ fois inoindre que s'il3 étaient élastiques, ce qui démontre la pro- 
priété sur laquelle s'appuyait l'ancienne théorie et confirme la démonstration 
de fait qu'en avait donnée M. Bésal. 

Il faut remarquer enfin que, dan3 le cas des corps mous, la vitesse au 
contact devenant la même pour les deux corps après la percussion, les tra- 
vaux sont égaux et de signe contraire, ce qui transforaie le dernier des théo- 
rèmes donnés plus haut dans le suivant < 

Dam le choc des corps mous la perte de force vive est égale à la force vive due 
aux vitesses perdues. 

Cet énoncé n'est autre que celui du théorème de Carnot. 

Nous ferons remarquer maintenant que Navier était déjà arrivé, dans ses 
leçons à l'Ecole polytechnique, à donner une analyse assez complète du choc 
des corps non élastiques, c'est-à-dire des corps tels que le choc se termine 
quand les percussions sont parvenues à leur maximum, et que les surfaces 

Traité d^hydraulique. — I. i o 



) 



\ 



74 INTRODUCTION. 

des deux corps ne se déforment point à l'instant où le choc finit, mais peuvent 
simplement glisser les unes sur les autres. 

Navier partait de l'équation (N) du numéro 38, qu'il écrivait comme il suit : 

Si, dans le système auquel cette équation s'applique, il se produit un choc, il 
faut y introduire les travaux des efforts intérieurs produits par ce choc. Si 
l'on désigne par N la valeur de l'effort exercé, au bout du temps t, entre les 
deux corps du système que l'on a mis en contact, et par n la distance du point 
de contact à un point fixe pris sur la normale commune aux deux surfaces en 
ce point, Téquation précédente deviendra : 

Sm(^^x + g% + ^5z) = S(X^a: + Y% + Z5z) + 2N5/i, 

équation qui devra subsister pendant toute la durée du choc. Cette durée 
étant toujours très petite et les positions du système ne subissant , pendant 
cette durée, que des changements très petits, on peut, sans erreur sensible, 
supposer que les déplacements virtuels &r, Sy, Sz restent, pendant la durée 
du choc, indépendants du temps. En intégrant dans cette hypothèse l'équa- 
tion précédente par rapport au temps, après en avoir multiplié les deux 
membres par dl, et si Ton désigne par Uq^ t;©, w© les valeurs de ti, t;, w qui 
correspondent à l'instant oii le choc commence, il viendra : 

Les forces X, Y, Z, qui représentent, dans cette équation, les actions conti- 
nues exercées sur le système, ont généralement des valeurs très petites par 
rapport aux efforts N développés par le choc; de sorte que l'on peut négliger 
le premier terme du second membre de l'équation précédente, et c'est aussi à 
cette approximation qu'ont été faits les calculs de MM. Résal et Darboux ; car 
ils ne se sont occupés l'un et l'autre que des seules forces de percussion, en 
prenant pour vitesse initiale la vitesse qu'avait le système au moment où le 
choc commençait. On voit donc que tout le monde est d'accord pour né^iger 
le terme concernant l'action continue des forces extérieures; mais, d'un autre 
côté, on peut admettre que, dans le déplacement du système auquel corres- 
pondent les déplacements Sxy Sy, Sz^ les surfaces en contact ne se séparent 
point lorsqu'il s'agit (Je corps non élastiques. Les forces N donnent, dans ce cas. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 75 

des travaux égaux deux à deux et de signe contraire, de sorte que le second 
terme du deuxième membre de Téquation précédente s'annule aussi , et Ton a 

Dans les corps non élastiques on peut, puisqu'à la Gn du choc les surfaces 
ne se séparent plus, prendre pour Sx^ Sy^ Sz les déplacements réels dx^udi, 
dy^vdt^ dz=^wdt, ce qui transforme notre équation dans la suivante : 

On a d'ailleurs identiquement 

ce qui, si Ton se rappelle que l'on a 

TTÎ 2,2,2 1/2 2,2, 2 

V =U +V -htV , Vo =Uo +Vo +Wo , 

transforme l'équation précédente ainsi qu'il suit : 

équation qui conduit à l'énoncé du théorème de Garnot tel qu'il a été doimé 
plus haut. 

En ce qui concerne le choc entre corps élastiques, Navier faisait remarquer 
qu'il n'était plus permis de remplacer leQ déplacements virtuels Sx, Sy^ Sz 
par les déplacements réels dx. dy^ dz, attendu que les surfaces des deux 
corps mis en contact par le choc se séparaient immédiatement après que ce 
choc s'était produit , les points de contact n'ayant plus les mêmes vitesses sui- 
vant la normale commune; mais les intégrales JNSndt ont nécessairement des 

valeurs nulles, si on les suppose prises depuis le commencement jusqu'à la 
fin du choc, attendu que, le déplacement Sn étant supposé indépendant du 
temps, ces intégrales se trouvent formées de deux parties égales et de signe 
contraire ; d'où Navier concluait que la somme des forces vives reprenait néces- 
sairement^ après le choCy la vakur qu'elle avait avant. l\ avait soin d'ajouter toute- 
fois que cette proposition n'était vraie que pour le cas où les corps revenaient, 
après le choc, d'une manière complète à leur figure primitive. 

Les calculs de MM. Résal et Darboux restent aussi dans ce cas abstrait, 
puisqu'ils ne tiennent pas compte des frottements dus au choc ou des défor- 
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mations qu'ils peuvent entraîner dans le système W^ et ce que je viens d'exposer 
me parait établir suffisamment, ce que M. Bésal a du reste parfaitement 
reconnu, que c'est à Navier qu'il faut faire remonter cette idée juste que 
dans le choc direct la valeur de la force vive reste la même avant qu'après le choc. 

M. Conservation du travail mécanique. — Il me reste maintenant à indiquer 
un principe qui se rattache à celui des forces vives, et dont M. Lucas a donné 
la démonstration dans un mémoire sur divers théorèmes relatifs à l'équilibre 
et au mouvement des systèmes matériels, inséré au tome XXII des Savants 
étrangers. 

M. Lucas appelle travail m>arphique le travail mécanique qu'il faudrait déve* 
lopper pour faire passer le système matériel d'une figure Fo à une figure F au 
bout du temps ^ ses points arrivant au repos dans leurs positions finales, et il 
donne au demi-accroissement des forces vives le nom de travail impulsif. 

Pour faire passer le système de la figure Fo à la figure F sur laquelle ses 
points arrivent avec des vitesses déterminées, il faudrait développer un certain 
travail morphique, plus un certain travail impulsif; cette somme représente- 
rait un certain travail mécanique emmagasiné dans le système, qui , abandonné 
à lui-même, produirait un mouvement déterminé. 

Si la figure du système au bout du temps t est F, et si T et T' représentent 
le travail impulsif et le travail morphique, M. Lucas démontre, en se servant 
du principe des forces vives et en supposant, d'ailleurs, les forces extérieures 
de grandeur et de direction constantes (^), que, quelle que soit la valeur de ^ 
on a toujours entre T et T' la relation 

T + r= constante, 

^^^ Les personnes qui voudraient aller plus loin dans cette ëtude da choc trouveront aux Comptes 
rendus de T Académie des sciences, tome LXXVIII, page lydS, séance du aa juin 187/1, ^^ travail 
très intéressant de M. Ledieu sur le choc, en tenant compte des vibrations atomiques des corps, et, 
dans le Journal de Mathématiques de 1867, un beau mémoire de M. de Saint- Venant sur le choc lon- 
gitudinal des barres cylindriques ou coniques tronquées. M. de Saint-Venant a, de plus, donné aux 
Comptes rendus de l'Académie des sciences divers articles sur le choc et notamment dans le mémoire 
du 1 1 mai 1868, où il prouve que, à part un cas singulier, une fraction notable de la force vive est 
employée h faire vibrer les deux solides et perdue pour la translation ultérieure. Il résulte de là que 
le cas où il y a conservation des forces vives de translation avant et après le choc n*est qu'un cas idéal 
et applicable seulement h de très petits corps. U est presque aussi idéal que celui des corps dits 
corps mous, La question concrète du choc, si Ton veut sortir de ces abstractions, reste donc une ques- 
tion fort complexe. 

^'^ Voir pour cette démonstration le mémoire de M. Lucas, au tome XXII du Recueil des Savants 
étrangers. 
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d*où l'on déduit cet énoncé que le travail mécanique emmagasiné primitivement 
dans le système s'y retrouve intégralement à un instant quelconque. 

Il suit de là que, s'il y a gain de travail morphique, il y a, par cela 
même, perte équivalente de travail impulsif, et Ton peut dire que le système 
gagne en déformation ce qu'il perd en vitesse ^ et inversement. 

Le principe de la conservation du travail mécanique ainsi établi avait été 
pressenti par plusieurs géomètres ; M. Lucas est le premier qui en ait donné 
une démonstration générale. 

àà. Dernières considérations sur les forces vives. — Reprenons l'équation L' 
du numéro 38 et, pour simplifier, supposons que le système matériel se réduise 
à un seul point matériel ; cette équation deviendra 

Si nous appelons p le poids du point matériel de masse m, on aura, d'après 
la première des équations (D) du numéro âS, 

g 

et, en substituant cette valeur de m dans le premier membre de l'équation 
précédente, celle-ci devient 



Prg'Prg-fj^i^^')^'^ 



et, si Ton désigne par h et A, les hauteurs dues aux vitesses Y et Vo ^^K 
(Lg) p{h-h„) = f'Fcos{Fd8)d8. 

P [h — ho) représente le travail du poids p élevé à la hauteur A — A© ou des- 
cendant de cette hauteur; de sorte qu*en réalité les forces vives qui entrent 
dans le premier membre de l'équation (L^) sont exprimées en kilogrammètres, 
comme le travail de la force qui entre dans le second membre de cette 
équation. 

La nouvelle expression que nous venons de donner de la force vive a 

^*) On verra au numéro A 9 comment On est conduit à cette expression hauteur due à la vitesse; il 

V» 
suffit ici, pour Fadmeltre, de faire remarquer que — représente une hauteur que Ton peut déterminer 

en posant V = ^gh. 
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conduit, en Angleterre et en Allemagne, à remplacer le mot à^ force viW par 
celui d'^i^g*}^ actuelle j et le travail total de la force exprimé par le second 
membre de Téqualion (L^) prend le nom $ énergie potentielle âépenêée. 

L'éq[uation (L^) qui s'appliquerait à un système quelconque en affectant 
ses deux membres du signe 2 conduit au nouvel énoncé que voici du prin- 
cipe des forces vives : 

U accroissement d^énergie actuelle produit^ dans un temps donnée par un effort 
non équilibré est égal à l'énergie potentielle dépensée pendant le même temps. 

L'expression générale d'énergie potentielle comprend le travail total de la 
force, tant celui quelle développe pour faire équilibre à la force vive ou à 
l'énergie actuelle du système que le travail excédant qui peut s'emmagasiner 
dans le système, et c'est pour cela que, dans l'énoncé précédent, on emploie 
la dénomination d'énergie potentielle dépensée. 

La somme de l'énergie actuelle et de l'énergie potentielle représente la capa- 
cité absolue d'un corps pour produire du travail, et si au travail effectué on 
ajoute cette énergie totale^ leur somme sera une quantité constante égale à 
îénergie initiais que possédait le corps avant de faire aucun travail. L'énergie 
potentielle est la provision de travail emmagasiné dans le système, comme, par 
exemple, dans un ressort tendu, un poids soulevé, un gaz comprimé; elle 
diminue à mesure que ce travail s'effectue ou se dégage, et c'est pour ne pas 
la confondre avec le travail même de chaque instant qu'on la désigne sous le 
nom d'énergie potentielle ou d'énergie virtuelle dormante. D. BernouUi, Euler et 
d'autres géomètres avaient déjà considéré ces provisions d'énergie dans un 
corps en repos, et la question de la conservation du travail mécanique n'était 
pas dès lors une question absolument neuve, ainsi que je l'ai du reste indiqué 
dans le numéro précédent. 

La considération des énergies tend aujourd'hui, en France, à se substituer 
à celle des forces vives, et c'est pour cela que j'ai cru devoir en parler ici; car, 
au vrai, ce n'est qu'une question de mots, et le fond des choses reste toujours 
le même. Je ne vois, d'ailleurs, en ce qui me concerne, aucune raison de 
modifier ainsi d'anciennes dénominations ; elles rappellent les noms de ceux 
qui ont trouvé les principes auxquels elles s'appliquent et les époques aux- 
quelles ils ont vécu. Quel avantage peut-il y avoir à leur substituer des déno- 
minations nouvelles qui tendent à détruire ces précieux souvenirs? 

Nous avons vu plus haut qu'une force pouvait être mesurée par l'accrois- 
sement de quantité de mouvement qu elle produisait dans un temps donné; 
on pourrait tout aussi bien la mesurer par l'accroissement de force vive 
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qu'elle produirait pendant le parcours d'une distance donnée. L'équation L^ 
donne en effet, par la différentiation , 

mVrfV = Fcos(Fà)(fe, 
d'où 

m -T— = Fcos(Frfs); 

mais, d'un autre côté, le théorème des accroissements des quantités dé mou- 
vement du numéro 36 donnerait 

mrfV = F(cosF(fc)rff; 
d'où 

m'^ = Fcos(Fds); 
d'où, égalant ces deux expressions de Fcos(F<is), 

Cette équation montre que les deux modes d'évaluation d'une force non équi- 
librée que nous venons d'indiquer sont absolument identiques, et l'on voit 
ainsi s'élargir encore les idées relatives à la mesure des forces. 

Â5. Principe de la moindre action. — Il ne me reste plus maintenant, pour 
achever l'étude philosophique que j'ai cru devoir faire ici du principe des 
forces vives, pour bien faire saisir toute la portée de ce grand principe, qu'à 
mentionner le principe de la moindre action, qui s'y rattache et le complète 
et qui, combiné avec lui, peut conduire à la solution d'un grand nombre 
de questions de mécanique. Voici en quoi consiste ce principe : ds étant l'élé- 
ment de trajectoire parcouru dans le temps dt j^slt un point de masse m, et 
V la vitesse de ce point au bout du temps ^ supposons que l'intégrale jm\ ds 
soit prise entre deux points fixes par lesquels doit passer le point matériel 
dans son mouvement. On aura pour le système entier une somme d'intégrales 
analogues, ^jmvds. Or, quels que soient le système et les forces qui le solli- 
citent, les trajectoires décrites par les points qui le composent entre ces séries 
de points fixes sont toujours telles , que la valeur de l'intégrale ^jmvds est 
un maximum ou un minimum, c'est-à-dire qu'elle est plus grande ou plus 
petite que pour les autres trajectoires commençant et finissant aux mêmes 
points, et qu'on pourrait faire décrire aux points du système si l'on joignait de 
nouvelles liaisons quelconques à celles qui existent déjà : il faut admettre, 
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toutefois, que la fonction ^(Xdx + Y dy+Zdz) soit la différentielle exacte 
d'une fonction de a?, y, 2, c'est-à-dire qu'il y ait un potentiel. On démontre, 
en effet, que, dans ces conditions, on a toujours 

S^lmvds^Oj 

S indiquant les variations éprouvées pour de petits changements quelconques. 
Cette relation, en y substituant pour V sa valeur 4» devient 

d'où l'on déduit cet énoncé du principe de la moindre action que rinlégrale 
de la force vive^ prise par rapport au temps entre deux positions données du système 
en mouvementy est un minimum ou un maximum. 

On me pardonnera sans doute d'être entré dans d'aussi longs développe- 
ments sur le principe des forces vives, mais il est sans contredit le plus impor- 
tant et le plus fécond de la mécanique, et j'ai cru devoir le mettre dans toute 
sa lumière, pour le bien inculquer dans l'esprit de mes lecteurs et les mettre 
à même d'en faire application en connaissance de cause. 

Abt. 3. — Application des principes de l'article précédent aux cas de mouve- 

MENT DES corps SOLIDES QUI PEUVENT TROUVER ULTÉRIEUREMENT LEURS ANALOGIES 
OU LEUR APPLICATION DANS L'HYDRODYNAMIQUE. 

A6. Du mouvement uniforme. — Supposons d'abord le système entièrement 
libre dans l'espace, et reprenons ici les équations (A^) et (B^^) convenant à ce 
cas, et qui ont été établies au numéro 33 : 

« 

(A,) {2mg = SY, 
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Si le mouvement est uniforme et de direction constante, les trois compo- 
santes de la vitesse sont constantes elles-mêmes, et Ton a dès lors : 



du d^x 

3j«o ou^-o, 

dv rf^j. 

3J-0 ou3j2«o, 

m 

dm d^t 

conditions qui réduisent les équations (A,^ et (B,) aux suivantes : 

SX«o, 

i;y=.o, 

SZ = o; 

S(Zy-Yz)-o, ■ 

S(Xz--Zj!?)=o, 

S(Ya?-Xy)=:o, 

et ces équations ne sont autre chose que les conditions d'équilibre des forces 
appliquées au système, données au numéro lâ. Il suit de là que, si le système 
est en mouvement uniforme, les forces qui le sollicitent sont nécessairement 
en équilibre. Elles peuvent d'ailleurs être nulles, car les équations (A) et (B) 
sont satisfaites aussi par le système de valeurs X = o, Y = o, Z = o. Inverse- 
ment, si les forces appliquées à un système en mouvement se font équilibre 
ou sont nulles, ce mouvement sera nécessairement uniforme, et sa vitesse égale 
à la vitesse initiale. 

Le mouvement uniforme entraine d ailleurs la condition de la direction rec* 
tiligne. En effet, la vitesse étant constante, on a nécessairement : 





dx 




^-». 




dz 
di-'^ 


a, 6, c étant des constantes. 


m 


Traité d^hydranliqae. — L 





11 



82 INTRODUCTION. 

On déduit de ces trois équations les trois suivantes : 



dx 


b 


dz 
dx' 


e 


dz 
Ty' 


c 



qui indiquent que les projections d'une quelconque des trajectoires sur les 
trois plans coordonnés sont des lignes droites, et qu'il en est par conséquent 
de même de la trajectoire elle-même. 

Les diverses propriétés du mouvement uniforme que nous venons de dé- 
duire des équations générales du mouvement peuvent, du reste, s'établir direc- 
tement, si l'on remarque que toute force peut se décomposer en deux : Tune 
normale, l'autre tangente à la trajectoire. L'équilibre des composantes nor- 
males entraîne nécessairement l'unité de direction, et celui des composantes 
tangentielles, l'uniformité de vitesse. 

Des équations 

dx 

dt-^^^ 

dt. "' 

dz 
dt""' 

on tirerait, s étant l'espace parcouru au bout du temps , 

V-^-A, 

en posant 

d'où, par l'intégration , 

««=A^+const. 

et, si l'on détermine la constante de manière que s»o pour (»o, on aura 

L'espace parœurti est donc praporlionnel au temps, et c'est là le caractère du 
mouvement uniforme. 

La ligne droite s fait, avec les axes des x^ y, 2:, des angles dont les cosinus 
ont pour valeurs 

abc 

V V r 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 83 

Il faut bien insister, d ailleurs, sur ce point que le système est libre, car 
ce n'est qu à cette condition que le mouvement uniforme est nécessairement 
recliligne. 

Supposons, par exemple, quau lieu d'être libre, le système soit assujetti à 
tourner autour d'un point fixe, ou, pour simplifier, qu'il s'agisse d'un point 
matériel tournant, dans un plan donné, autour d'un point fixe, en restant à 
une distance donnée de ce point. Le mobile est, en un mot, en mouvement 
sur la circonférence d'un cercle. Pour que le mouvement soit uniforme sur 
cette courbe, il suffit que le mobile y parcoure des espaces proportionnels aux 
temps ou que sa vitesse soit constante. Or, si l'on désigne par a la vitesse angu- 
laire, c'est-à-dire la vitesse d'un point du rayon vecteur situé à la distance du 
centre, égale à l'unité, la vitesse V du mobile aura pour valeur, R étant le 
rayon du cercle, 

V=-aR. 

V sera donc constant, à la seule condition que a le soit. On a d'ailleurs, si 6 
représente l'angle du rayon vecteur avec un diamètre ducercle pris pour axe 

fixe , 

d9 

de sorte que le mouvement sera uniforme dès que ^ sera constant. 

Le mouvement étant uniforme ici, quoique curviligne, cela tient à l'exis- 
tence du point fixe, et la corrélation établie plus haut entre l'uniformité du 
mouvement et sa direction rectiligne n'existe absolument que pour les sys- 
tèmes entièrement libres. 

àl. Du mouvement uniformément varié. -~ Dans le mouvement qui est uni- 
formément varié en projection sur les trois axes des coordonnées, c'est l'accé- 
lération suivant chaque axe qui est consta;i.te, et ce mouvement est dès lors 
défini par les relations : 

dhf ,/ 



dH / 



dy h\ é étant des constantes. 
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En se rappelant que l'on a 



dx dy dz 

""-W ^=-5?' «^-3Î' 

en intégrant et en déterminant les constantes de manière que l'on ait u »- o , 
t; = o, w=o pour i=«o, on déduit, des équatioQS précédentes, 

d'où 

^ dt ^^' 
en posant 

A ^V^ +^ +<^ • 

jLa nVé^se esl donc proportiarmeUe au temps. 

La dernière des relations précédentes donne 

ds'^kt du 

* 
En intégrant et en déterminant la constante de manière que 8»o pour 

e = , on en déduit 

3 

On voit que la loi des espaces parcourus par rapport au temps est ici para- 
bolique^ tandis que pour le mouvement uniforme elle est linéaire^ l'espace par- 
couru y étant proportionnel au temps, comme on l'a vu au numéro précédent. 
Les équations A^ du numéro 33 deviennent ici, eu égard à ce qui vient 
d'être dit : 

Sma = SX, 

Sm6'=2Y, 

2mc'» 2Z; 
d'où 



2^ 
2Y 

2àm 



= 26', 



d'où 
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Y V 7 

'9 -» - sont les composantes de la force rapportées à l'unité de masse ou les 

composantes de l'accélération. Il suit de là que, si un mouvement se définis- 
sait par la loi de la proportionnalité des composantes de la vitesse au temps, 
ce mouvement serait nécessairement un mouvement uniformément accéléré, 
puisque les composantes de l'accélération et, par conséquent, cette accéléra- 
tion elle-même seraient alors constantes. 

Il nous reste maintenant à voir quelle est la forme de trajectoire propre au 
mouvement accéléré. On déduira facilement, des équations écrites ci-dessus, 

dx f. 

dx a'' 

dz c' 

dx^a'' 

dz c' 
d^^V 

Les projections de la trajectoire sur les trois plans coordonnés seront donc 
des lignes droites, et celle-ci serait dès lors, comme pour le mouvement uni- 
forme, une ligne droite; mais il faut remarquer que, pour arriver à la loi du 
mouvement due à la force seule, nous avons dû supposer dans ce qui précède 
la vitesse initiale nulle. S'il en était autrement, le mouvement ne serait plus 
nécessairement rectiligne, tandis que, dans le mouvement uniforme, la trajec- 
toire est toujours rectiligne, que la vitesse initiale soit nulle ou non, étant en^ 
tendu qu'il ne s'agit que d'un corps libre dans l'espace. 

àS. Loi de la chute des corps pesants. — Nous pouvons, au point où nous 
sommes arrivés, déterminer maintenant les lois de la chute des corps pesants 
ou des systèmes uniquement soumis à l'action de la pesanteur. La loi théo^ 
rique doit être établie abstraction faite de la résistance des milieux dans les- 
quels peuvent se mouvoir les corps, et le premier cas à traiter est dès lors 
celui de la chute des corps dans le vide; nous verrons ensuite quelles modifi- 
cations les résistances des mih'eux peuvent apporter aux lois établies pour ce 
cas abstrait. 
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^9. Chute des corps dans le vide. — La pesanteur, étant une force à accélé- 
ration constante, doit nécessairement produire un mouvement uniformément 
varié. Nous considérerons la masse du corps comme concentrée sur son centre 
de gravité, ce qui nous ramène au cas très simple d'un point matériel sollicité 
par une force égale au poids du corps et dirigé suivant la verticale du lieu. 

Si nous prenons cette verticale pour axe des z^lesz positifs étant comptés 
de haut en bas, et si nous désignons par P et m le poids et la masse du corps, 
nous aurons 

X = o, Y="0, Z = V=mg, 
et les équations ^A^^ et (B^ du numéro 33 se réduisent à la seule équation 

mais ici on a V «— jji et Téquation précédente devient dès lors 

dM^ffdt, 
d*où, intégrant. 

Si Ton suppose d'abord que le corps parte du repos, la vitesse initiale corres- 
pondant k t^o est nulle , et l'on a 

(2) y-gi; 

mais on a 

d'où, par l'intégration, 

et , si l'on suppose que l'on ait :; = o pour ï = o , c est-à-dire que le corps parte 
de l'origine des z pour se mettre en mouvement, cette équation se réduit à 

a 

La loi de la chute des corps graves dans le vide est donc représentée par le 
système d'équations 
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Si Ton élkQine ( entre ces deux équations, on en déduit 

d'où 



(5) V=vV- 



Vf 



La quantité y Qg* 2 est la v\ie^%B due à la hauteur z^ et la quantité — *la hauteur 
due à la vitesse V. Il faut se familiariser avec ces expressions, qui reviennent 
souvent en mécanique et, que nous avions déjà employées au numéro A 6. Elles 
sont maintenant complètement expliquées. 

Si, au lieu de supposer, comme nous Tavons fait, le mobile parti de l'ori- 
gine des z sans vitesse initiale, on lui supposait une vitesse initiale Vo dirigée 
suivant la verticale ou l'axe desz, on arriverait facilement, et par des déduc- 
tions analogues à celles qui viennent d'être données, aux relations 



(6) \. .r.. gfi. 






d'où Ton déduirait, par l'élimination de (, 

ce qui conduit à cette remarquable conséquence que la différence des hauteurs 
dues aux vitesses à deux instants différents du mouvement est égale à la hauteur de 
laquelle le corps est descendu entre ces deux instants. 

Si l'on considérait, d'ailleurs, le mouvement uniforme que prendrait le 
corps, abstraction faite de l'action de la pesanteur et en vertu de sa seule 
vitesse initiale , on aurait : 

( V=Vo, 

Si l'on compare maintenant le système des équations (6) aux systèmes (8) 
et (3), on voit qu'il s'en déduit en ajoutant leurs seconds membres. Si donc 
le corps est en mouvement uniforme lorsqu'il part de l'origine des z, la vitesse 
constante de ce mouvement se conservera intégralement dans la vitesse du 
mouvement uniformément accéléré, qui s'augmentera du terme ^, propre à ce 
mouvement. ♦ 
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Au lieu de partir, comme nous lavons fait, des équations générales du 
mouvement ^Â^) et (B^ , on pourrait partir de Tun quelconque des principes 
généraux établis plus haut, de celui des quantités de mouvement ou de celui 
des forces vives. Commençons par appliquer ce dernier. L'équation de& forces 
vives à appliquer ici serait Téquation (!/) du numéro 38, 

îï^'-R(r-r.). 

Mais on a 

R = P = iiig^, r — ro==2;,. 

puisque l'on suppose que le corps part de l'origine des z; d'où l'on déduit, en 
substituant ces valeurs dans l'équation précédente, 

ce qui n'est autre chose que l'équation (7) trouvée plus haut. 
En différentiant cette équation par rapport à (, on a 



d'où , puisque l'on a 



on déduit 



d'où, par l'intégration, 



ou bien 



d'où, par Tintégration , 



On a trouvé tout à l'heure 



VdV dt 
dt "STV 






V = V.+^r. 


Ê-V.+^/; 


^-V.r+Ç 



v=v„+^<, 



et ces deux équations reproduisent bien les équations (6). 

Si l'on voulait appliquer le principe des quantités de mouvement du nu-* 
méro 36, il suffirait de remarquer que l'impulsion de la force serait ici 



Jmgdt^mgt, 
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et Ton aurait dès lors, en appliquant ce principe, 

d'où 
ou 

d'où 1 on tirerait par l'intégration 

O ■ Q 

et l'on retombe encore ainsi sur les équations (6). 

Revenons maintenant à ces équations (6), qui expriment les lois de la chute 
des corps pesants. Nous avons supposé, pour les établir, que la vitesse ini- 
tiale était dirigée de haut en bas dans la direction du mouvement qui avait 
lieu suivant Taxe des z. Si le corps était lancé de bas en haut suivant cette 
même verticale, au lieu de l'être de haut en bas, il faudrait changer le signe 
de Vo et l'on aurait : 

(V — y,+gt, 

I O ' Q 

La première de ces équations montre que la valeur de V va en diminuant et 
devient nulle pour une valeur de temps égale à — » et la seconde indique que 
l'espace parcouru au bout d<d ce temps serait 

c'est-à-dire la hauteur due à la vitesse Vo prise en signe contraire. Le corps 
parlant de l'origine des z, avec cette vitesse initiale Vo dirigée de bas en haut, 
monterait dès lors avec une vitesse V, décroissante jusqu'à une hauteur égale 
à celle dont il eût fallu qu'il descendit pour acquérir la vitesse Vo. A partir 
de cette hauteur, pour laquelle sa vitesse V devient nulle , le corps redescen- 
drait et prendrait le mouvement uniformément accéléré analysé plus haut 
pour une vitesse initiale nulle, et il suivrait les lois indiquées par les équa- 
tions (3). Il est facile de voir d'ailleurs que , si, après un temps quelconque io, 
le mouvement uniformément accéléré était devenu uniforme, le corps par- 

Traitë d^bydrauliqae. — I. ta 
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courrait ensuite, après ce temps, un espace double de celui quil avait déjà 
parcouru, car ^ serait Tespace parcouru dans le mouvement uniformément 
accéléré, et la vitesse correspondante serait g-fo» et, si le mouvement devenait 
uniforme, cette vitesse gto se conserverait, et Tespace parcouru serait gtj^, 
double de l'espace — parcouru dans le mouvement uniformément accéléré 

au bout du même temps. 

Les lois qui viennent d'être établies ont été vérifiées par l'expérience, et 
l'appareil le plus exact qui ait été employé pour cela est celui du général 
Morin. On sait que dans cet appareil, décrit dans tous les cours de physique, 
le poids mobile est guidé verticalement et porte un crayon qui, à mesure que 
le mobile descend par son poids, trace sur une feuille de papier enroulée sur 
un cylindre circulaire à axe vertical, qu'on anime d'un mouvement de rota- 
tion uniforme, une courbe qui, après qu'on a développé la feuille de papier 
sur un plan, est reconnue pour être une parabole. 

Si l'on prend le développement kx (fig. 9) de la circonférence supérieure 
du cylindre, le point A étant le premier de ceux qui sont marqués sur 

le papier enroulé sur le cylindre lorsque 
le mobile se met en mouvement, et que 
par les points a^, a^, a^, etc., divisant en 
parties égales la droite Ax^ on mène des 
parallèles a^z^j a^z^j a^z^^ etc., à la ver- 
ticale kz qui vont rencontrer la courbe 
tracée par le mobile en z^, z^, z^, etc., 
on trouve, en prenant ces ordonnées au 
compas, sur le papier déroulé, que, pour 
l'abscisse ou intervalle de temps Aa^=»â Aa^ , 
l'ordonnée a^z^, qui représente la hauteur 
dont le mobile est descendu pendan.t ce temps, est quadruple de l'ordonnée 
a^z^ correspondant à un temps Aa^, moitié du temps Aa^^^ka^; on trouve- 
rait de même que l'ordonnée a^z^ correspondant à l'abscisse Aa^ = ika^ est 
égale à neuf fois l'ordonnée a^z^ correspondant au temps Aa^, et ainsi de 
suite, ce qui indique que la courbe est une parabole dont kz est l'axe, et dont 
l'équation est dès lors de la forme 



Kg. 9- 



«1 


d 


i -4t 






^ 


\ 


k 










"X 












\ 









.2 



d'où l'on déduirait 



t ^^pz; 



dz 1 . 
dt^p 



ou 

(9) 
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équation qui devient identique avec la première des équations ( 3 ) en posant 

Il faut faire remarquer, d ailleurs , que , dans lappareil du général Morin , 
comme dans celui d'Atwood , les corps pesants ne tombent que de très faibles 
hauteurs, et qu'ils ne prennent, dès lors, que des vitesses assez faibles pour 
que la résistance de l'air n'exerce sur elles aucune action perturbatrice appré- 
ciable, et c'est ce qui explique comment ces appareils peuvent reproduire, 
pour des corps tombant à l'air, les lois que leur chute suivrait dans le vide, 
c'estrà-dire dans un milieu à résistance nulle* Si la hauteur de ces appareils, 
au lieu d'être de i",2o à i"",5o, comme elle l'est réellement, était seulement 
de âo à 3o mètres, la résistance de 1 air altérerait déjà la loi observée. 

50* MofwemerU d^un corps pemU dans le vide lorsque la direction de la vitesse 
initiale n'est plus verticale. — Si , au lieu d'être verticale , comme on l'a admis 
dans le numéro /19, la direction de la vitesse initiale avait une inclinaison 
quelconque, les lois du mouvement se modifieraient complètement. 

Supposons (fig. 10) le centre de gravité de notre point matériel mobile 

Flg. 10. 




placé au point au moment oik se produit la vitesse initiale Vo, dont la direc- 
tion fait un angle S avec l'horizontale Ox passant par le point pris pour 



19. 
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origine des coordonnées, le plan des zx sera le plan vertical passant par le 
point et contenant la direction de la vitesse Vo et dans lequel aura lieu le 
mouvement du corps. Nous compterons les x sur Taxe 0;r et les z sur la verti- 
cale Oz passant par Torigine 0; les z positifs sont d'ailleurs comptés de bas en 
haut ou de vers z. 

Le mouvement ayant lieu dans le plan des zx^ il faut d'abord, dans les 
équations A^ et B^ du numéro 33 , faire y = o et de plus Y = o , X =-= o , ce qui 
(en changeant le signe des z) réduit ces équations aux deux suivantes : 



(lo) 



dt^^^' 



dt^ — ^' 



En intégrant ces équations et en désignant par u el w les composantes 
^ et ^ de la vitesse V suivant les axes des x et des z et déterminant les con- 
stantes de manière que l'on ait w = tio, w = tVo pour ^ = o, Wo et Wo étant les 
composantes de la vitesse initiale Vo, on aura : 



mais on a 



d'où 



(lO 





dx 


= «0. 






dz 
dt" 


■«'o-, 


gti 


«0 


=v. 


, cos S, 




Wo 


-V. 


, sin S, 




dx 
dt' 


=v„ 


cos S, 




dz 

dt ' 


=v. 


sinS- 


-gt' 



On obtiendrait la vitesse V sur la trajectoire en se rappelant qu'on aurait 

v-v/(|)'+(|)'. 

ou, substituant les valeurs (i i) et ^ et ^ : 
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En intégrant les deux équations (t t) et en déterminant les constantes de 
manière que Ton ait aî = o, z« o pour / = o, on a : 

et, en éliminant t entre ces deux équations, on arrive à l'équation suivante en 
a;, z, qui est celle de la trajectoire : 

L'expression de la vitesse V trouvée plus haut peut maintenant, en vertu 
de la deuxième des équations (lâ), se mettre sous la forme : 



d'où l'on tirerait 

1 li. = z 

ce qui reproduit l'expression (7) du numéro ig, au signe de z près, qui était 
compté de haut en bas et qui Test ici de bas en haut. La différence des hau- 
teurs dues aux vitesses est donc égale à la différence de niveau des deux 
points de la trajectoire que l'on compare. Celte équation n'est, d'ailleurs, 
autre chose que celle des forces vives, et l'on voit que la variation de la force 
vive ne dépend absolument que de la hauteur verticale franchie, et nullement 
de la forme de la courbe. 

La trajectoire est, comme on le voit par son équation (i3), une parabole. 
Pour avoir le point de rencontre D (fig. 1 1) de la courbe avec l'axe des x, il 
suffit de faire dans cette équation z=o et d'en tirer la valeur correspondante 

de X, qui est 

/ /\ Voisin 9^ 

(14) X î-y— . 

Le sommet S de la courbe s'obtiendra en exprimant que z est un maximum. 
Or la condition g^^o, qui convient à ce cas, donne, par la différentiation de 
l'équation (i3), 
(i5) œ=^YlÉl2i. 

Cette abscisse est la moitié de la précédente, de sorte que le sommet ^e 
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trouve sur la verticale menée du point E, milieu de OD. La valeur (i 5) de a:, 
substituée dans Téquation (i 3) de la courbe, donne 

(,6) .-ï^*, 

ce qui fixera la hauteur SE du sommet au-dessus de Taxe des x. 

Remarquons maintenant que, s'il s'agissait de déterminer la valeur de la 
vitesse initiale ou de son angle de manière à assurer une amplitude donnée 
du jet, il suffirait, dans Téquation (i&), de supposer x donné et Ion en 
déduirait : 

(•7) V.-^/7^ 



sm 3 



r 



(i8) sin2^=^. 

L'équation (17) déterminerait la vitesse initiale Vo qu'il faudrait produire pour 
que, lancé sous l'angle ^, le mobile atteignît la distance x, et l'équation (18) 
donnerait l'angle sous lequel il faudrait lancer le mobile avec une vitesse 
initiale donnée Vo pour qu'il put atteindre la distance x. 

Ces deux équations résolvaient autrefois, à une première approximation, le 
problème du tir des projectiles ronds par les mortiers, pour lesquels les 
vitesses initiales ne dépassaient pas 170 mètres. La résistance de l'air pou- 
vait encore , sans faire d'erreur par trop considérable , se négliger ; elles ne 
s'appliqueraient plus du tout au tir actuel des projectiles oblongs par les 
canons rayés, pour lesquels la vitesse initiale va jusqu'à /iSo mètres; mais elles 
s'appliquent toujours aux jets d'eau, que nous aurons à traiter en détail dans 
l'hydraulique. 

Si la direction de la vitesse initiale est horizontale, ce qui arriverait pour 
une veine fluide sortant sous pression d'un réservoir par un orifice dont le 
plan serait vertical, il faudrait, dans les équations qui précèdent, faire 
^»o, et l'équation (1 3) de la trajectoire deviendrait 

ou, si l'on compte maintenant les z de haut en bas, 

C'est l'équation d'une parabole ON (fig. 1 0) ayant son sommet à l'origine et 
dont l'axe est l'axe des z. 
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Si la vitesse initiale était dirigée suivant la verticale, il faudrait faire ^« 90^, 
et les équations (la) se réduiraient à : 



« 

o a 

Cette dernière équation n'est autre, comme on devait s y attendre, que la 
seconde des équations (6), trouvée au numéro /ig, au signe près du second 
terme 9 ce qui tient à ce que dans le numéro 69 on a compté les z positif de 
haut en bas, tandis qu'ici ils sont comptés de bas en haut. On aurait donc pu 
traiter tout d'abord le cas d'une direction quelconque de la vitesse initiale et 
en déduire ensuite, comme cas particulier, tout ce qui a été donné pour les 
lois de la chute des corps graves. J'ai préféré traiter d'abord directement de 
ces lois, qui ont une si haute importance, plutôt que de les déduire, comme 
cas particulier, de la loi du mouvement curviligne des projectiles dans le vide. 

51. If^uence de la rémtance des milieux sur les his de h chute des corps 
pesants. — La résistance d'un milieu va en augmentant avec la vitesse du corps 
qui s'y meut, et si, pour les corps pesants tombant de faibles hauteurs, cette 
résistance est négligeable , comme le prouvent les expériences de la machine 
d'Atwood et de l'appareil du général Morin, elle devient, au contraire, très 
considérable pour de grandes vitesses. On admettait autrefois, pour le tir des 
bouches à feu, que la résistance de l'air croissait comme le carrré de la vitesse 
du mobde. Pour les canons actuels, où l'on a des vitesses initiales de /i5o mè- 
tres, on en est aujourd'hui à admettre que la résistance est proportionnelle 
à la troisième puissance de la vitesse, et de la forme AV , et encore faut-il, 
. pour cela , admettre que le coefficient A soit variable pour que les formules 
que Ion emploie puissent s'accorder avec les résultats fournis par l'expérience 
du tir. 

Il est visible, d'après cela, que l'on est encore très peu avancé sur cette 
question de la résistance des milieux, et c'est elle aussi qui constitue une des 
principales difficultés de l'hydraulique, attendu que les notions sur la résis- 
tance de l'eau ne sont guère plus positives que celles que l'on a sur celle de 
l'air. Toutefois , pour la chute des corps pesants dans l'eau , on admet encore 
aujourd'hui que la résistance augmente à très peu près comme le carré de la 
vitesse. Ce qu'on ignore peut-être encore plus, c'est la loi des frottements inté* 
rieurs que font naître les mouvements des nappes fluides. 
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11 suit de ce qui vient d'être dit que les ressourees de lanalyse, quelque 
grandes qu'elles soient, demeurent insuffisantes pour conduire à ces lois de 
la résistance des milieux, que nous ne pouvons jamais saisir que par un côté et 
dont l'ensemble nous échappe, et il y a, pour chaque milieu, un élément 
expérimental à déterminer, et sans le secours duquel l'analyse ne conduirait à 
aucun résultat pratique. Elle permet toutefois de se rendre compte de quelques 
détails de la question , et c'est ce que je vais essayer de montrer. 

Si Ton désigne par yp (V) la force due à la résistance du milieu, V dési- 
gnant la vitesse du mobile , et si , supposant que le corps tombe en vertu de 
son propre poids, nous conservons les notations du numéro 4 9, il est facile 
d'établir l'équation du mouvement, qui sera 

ou 

(;9) w^ff-^^î 

d'où l'on tirerait 

équation qui, étant intégrée, donnerait V en fonction de t. Cette intégration 
n'est pas toujours possible, et l'on est le plus souvent obligé d'opérer par les 
procédés d'approximation sur l'équation différentielle elle-même; on peut 
toutefois tirer des équations (19) et (so) quelques conséquences générales 
qu'il est bon d'indiquer, attendu qu'elles fournissent au moins des jalons. 

L'expression (19) montre que l'accélération ~ se rapprocherait d'autant 
plus de la constante g que ^^^^ serait plus petit. Si l'on se rappelle, d'ail- 
leurs, les expressions données au numéro q5, et si p représente la densité du 
corps et W son volume, on a 

et l'équation (19) devient 

On voit, d'après cette équation , que , W restant constant, le terme ^^^4y^ diminue 
à mesure que p augmente. L'accélération augmente donc avec la densité du 
corps, et c'est ce que l'expérience nous démontre tous les jours. Nous pou- 
vons, en effet, vérifier, à chaque instant, qu'à volume égal ce sont les corps 
les plus lourds qui tombent le plus vite, et une balle de plomb que l'on aban^ 
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donne à elle-même, à une certaine hauteur, atteindra le sol autrement vite 
qu'une balle de liège de même volume tombant de la même hauteur. Or 
cest à la résistance seule de l'air que ce résultat peut être attribué, puisque 
l'expérience prouve, d'un autre côté, que dans le vide tous les corps tombent 
avec la même vitesse, quelle que soit leur densité. C'est Nevvrton qui a décou- 
vert ces propriétés de la résistance dé l'air que nous venons de déduire de 
l'équation du mouvement et que l'expérience vérifie. 

Je ferai remarquer maintenant que, si dans l'équation (19) le terme ^^ 
peut augmenter assez pour devenir égal à ^, cette équation donne 

dW 

ce qui indique que le mouvement devient uniforme. On a, à ce moment, 
iiîg'«i^(V) , c'est-à-dire qu'il y a équilibre entre le poids du corps et la résis- 
tance de l'air. Il résulte de là qu*un corps pesant tombant dans Vair ^une hauteur 
sujisantejinirait toujours par prendre un mouvement uniforme avant ff atteindre le soi. 
Telles sont les conséquences générales que l'on peut tirer de l'équation du 
mouvement, et pour en tirer de plus spéciales il faut traiter des cas particu^ 
liers. Je prendrai celui où la résistance du milieu est proportionnelle au carré 
de la vitesse, comme cela arrive à très peu près pour les corps pesants tom- 
bant dans l'eau. 

52. Cas où la résistance du milieu est proportionnelle au carré de la vitesse. ^^ 
On a, dans ce cas, 

. V'(V)-AV', 



A étant un nombre constant, et l'équation (âo) devient 

L'intégrale de cette équation différentielle, en déterminant la constante par 
la condition qu'on ait V » Vo pour t=o, est 



(^*) *"i\/l'^<^g 



1 + 



^sll '-^-sg 



-'\/S ■+'-vS 



le signe log indiquant des logarithmes népériens. 

Traité d'hydrauliqae. ~ I. 1 3 
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Cette équation, si e désigne ia base des logarithmes, conduit immédiate* 
ment à la valeur de V, qui est 

M , „/^. (■-V-x/S)'"^--(-V-\^) 

Remarquons maintenant qu on a 

dz = \dt, 
et Téquation (ao bis) devient 

/ av , mVrfV 

équation qui, étant intégrée, en détemainant la constante de manière que 
V=Vo pour t=o, donne 

1-V.2-- 

(94) ^-.S*<>g— !-¥' 

mg 

d'où, substituant dans cette équation la valeur (qs) de V, 

(,5) »-î[l«8[(. +V.^). 'V54-(. -V„^)e -'Vï]_|„g»]. 

L'équation (as) montre quà mesure que t augmente, la valeur de V se 

rapproche du nombre constant i /^i et qu elle atteindrait cette limite pour 

t=oo; elle en diffère, dailleurs, d'autant moins, pour une valeur finie de ^ 
que la masse m du corps est plus petite. 
La condition 

donne 

AV =mg, 

c'est-à-dire que la résistance est égale à la puissance ou que les forces se font 
équilibre, et dès lors le mouvement ne peut plus être qu uniforme, d'après ce 
qui a été établi au numéro ^6. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 99 

Si la vitesse initiale était nulle, les équations (aa) et(35) deviendraient : 

r- "V? 



v/i 



+ 1 



(35 his) ^=f [log{.'V*i+i) + rV^-log.]. 

Si Ton compare ces deux équations aux équations (3) du numéro 69 qui 
leur correspondent pour la chute des corps dans le vide, et qui sont 

on voit quelles modifications importantes la résistance de Tair doit faire subir 
à ces lois si simples , en supposant même, comme on Ta fait dans ce qui vient 
d'être dit, que cette résistance soit proportionnelle seulement au carré de la 
vitesse. La vitesse, au lieu de croître indéfiniment avec le temps, ne peut 
plus croître que jusqu'à une certaine limite, à partir de laquelle elle devient 
constante, l'espace parcouru devenant alors proportionnel au temps, au lieu 
de rester proportionnel au carré du temps, comme cela arrive lorsque les 
corps tombent dans le vide. 

Si, au lieu de supposer, comme le font les calculs précédents, que le corps 
soit lancé de haut en bas, on le supposait lancé de bas en haut, mais toujours 
suivant la verticale, la résistance du milieu agirait dans le même sens que la 
pesanteur, et si l'on compte maintenant les z de bas en haut, l'équation (20) 
du mouvement devient 

(•-^6) ^J5=_(g-+AV'), 

d'où 

doù Ton déduit, en intégrant, la constante étant déterminée de manière que 
V = Vopour<=o, 

(2^) '"N/ê^^^sVoV^-arctangVi^], 

d'où 

(29) V-.^Ung[arcUngV.y^-^y/^]. 

13. 



ji> 
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Cette relation montre que V diminue à mesure que t augmente et s annule 
pour la valeur 

Pour avoir Tespace parcouru, il suffit de substituer, dans la relation 

la valeur de dt tirée de l'équation (27), et Ton a 

d'où, intégrant et déterminant la constante de manière que V =- Vo pour t-^o. 

Pour obtenir la hauteur z' à laquelle s'élèvera le corps, il suffit de faire V — o 
dans cette dernière équation , qui donne 

(33) .'-S^.+Av/). 

En substituant dans Téquation (3q) la valeur (qq) de V, elle devient 

(34) ._»l„j[e<«,J5+V,^ri„,J5]. . 



Il résulte de cette analyse que le corps lancé verticalement de bas en haut 
avec une vitesse Vq commencera à monter, sa vitesse allant en diminuant à 
mesure que le temps augmentera, pour s'annuler lorsque celui-ci aura atteint 
la valeur indiquée par l'expressidn (3o); le corps atteindra alors la hauteur 
indiquée par l'expression (33), et il sera, dès ce moment, dans le cas d'un 
corps pesant partant sans vitesse initiale de ce point pour tomber suivant les 
lois indiquées parles formules (tsa bis) et (â5 bis). 

il faut remarquer que ces formules, ainsi que les formules (23) et(â5), 
comparées aux formules (3) et (6), leurs analogues dans l'article ^9, où l'on 
fait abstraction de la résistance du milieu, ne les reproduisent pas, du moins 
immédiatement, en y faisant A^^o, et elles se présentent sous la forme -- Il 
faut dès lors recourir aux procédés connus de l'analyse pour les dégager de 
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cette indétermination^ On peut employer pour cela ou la règle classique 

d'après laquelle on a limite ^^=lim4^. quand /(a?) et ^{x) s annulent à la 

fois, ou les développements en séries. J applique ce dernier procédé et, pour 
A très petit, la formule (82) devient 

AV2 

1 H 

d'où, en se servant de la formule connue. 



log(n-tt)--ti-.^.+ 



on déduit 

V2-V2 



Z« • 



^g 



ce qui reproduit déjà l'équation (7) du nuinéro Aq. 
La formule (3/i), en se rappelant les séries 



cosu= 1 — — h 

a 



1 a«3 



devient 



-î%['-''^+v.v/5'v/5]-;'»8['+s(v.<-?)]. 



d'où , par la formule connue 



a 

il vient 



log(l +tt)«»tt— — + 



A m\ a / P a 

Cette valeur de z reproduit celle que donne la seconde des équations ( 5 ) du 
numéro /ig en changeant le signe de z, puisqu'ici nous supposons le corps 
lancé de bas en haut et que ce sont les équations (6 6m) du numéro Ag qui 
sont alors applicables. Ces concordances sont d^ailleurs ici une vériâcation 
indirecte des intégrales données plus haut. 
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Si l'on recourait, du reste, à Téquation différentielle (37) en y faisant 
A =* o , elle deviendrait ^ 

e 
d'où 

d'où 

o g • 

comme ci-dessus. 



53. Mouvement d'un point matériel sur une courbe. — Forces centrifuge et cen- 
tripète. — La sujétion de suivre une courbe donnée entraîne, pour le mouve- 
ment du corps, de nouvelles conditions, qu'il faut faire connaître, et je sup- 
poserai d'abord que Ton fasse abstraction de la résistance due au frottement 
sur la courbe. Le mobile, ou point matériel en mouvement sur la courbe, est 
d'ailleurs sollicité par des forces quelconques dont R serait la résultante, et je 
désigné toujours par Xy y, z les coordonnée^ rectangulaires du point où se 
trouve le mobile au bout du temps t\ a^ jS, y désignant les angles que fait la 
force R avec les axes des a:, y, z; X, Y, Z, ses composantes suivant ces mêmes 
axes. 

La force R peut se décomposer en deux : Tune T dirigée suivant la tangente 
à la courbe au point (a:, y, z), l'autre N suivant la normale à cette courbe au 
même point. Si a désigne l'angle des directions de R et de T, on aura 

T-Rcosfl, 

mais les cosinus des angles que fait la direction de R avec les axes sont cos a, 
cos |S, cos y, et les cosinus des angles que la direction de T fait avec les 
mêmes axes sont : 

dx dy dz 

d$ ^ ds^ ds^ 

et l'on a dès lors la relation 

dx . ady . dz 

cosa^cosa^ — [-cosp^ + cosy^y 
et l'expression de T deviendra 



T = R(cosa^ + co8|S^ + cosyg), 
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ou, en se rappelant que X=°Rcosa, Y^RcosjS, Z — Rcosy, 

(35) T-Xg+Yg+Zi^ 

Quant à la force N, ses composantes N^, ^ , N^ suivant les trois axes seront: 

N -X-T^, 

X 09 

(36) ]N»Y-Tf, 



N =Z-TJ, 

z as 



et Ton aurait 



2 



(36 his) N^v/Nl+?^|+N^' 

Les valeurs de T et de N peuvent dooe se déterminer dès que Ton couuait 
X, Y, Z. 

Gonsidérofis mainteuant la résistance que la courbe (supposée toujours 
infiniment polie) oppose au mouvement. La force qui la représente est néces- 
sairement normale à la courbe et elle se compose de deux parties : Tune, qui 
détruit la force N; l'autre, qui provient de la force d'inertie du mobile, force 
en vertu de laquelle celui-ci tend à se jeter hors de la courbe, pour suivre, 
avec sa vitesse acquise, un mouvement rectiligne et uniforme. Il résulte de là 
que, la force N étant détruite par une partie de la résistance, le mouvement a 
réellement lieu en vertu de la force tangentielle T et de la seconde partie F^ 
inconnue de la résistance. 

* Les composantes de la vitesse j du point matériel au bout du temps t 
sont : 

dsdx dsdy dsdz 

dtds' Jtdi' didi' 

Les vitesses acquises suivant les axes pendant le temps dl ont pour expressions 
les dérivées des précédentes, qui sont : 

d^sdXj^ds j/d^\ d^^êdy .ds t/dy\ d^s dz _.di i / dz\ 

dtds +3i^VSi";' dtdi^Jt^\di)' dtdê^dt^\di)' 

et les accélérations ou vitesses acquises au bout du temps t dans l'unité de 
temps s'obtiennent en divisant ces expressions par dt. Si l'on désigne d'ailleurs 
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par X, ft, t^ les angles que fait la direction de la force F^ avec les axes, les 
équations ^A^^ du numéro 33 deviennent ici : 

Mais, la direction de la force F^ étant normale à la courbe, on a entre les 
cosinus de ses angles avec les axes et ceux des angles de la tangente avec les 
mêmes axes, la relation 

(?8) cosA^ + cosfx^ + cosi;^=o. 

Les quantités rf(^ji ^(s)' ^(s) ^^^*' d'ailleurs, proportionnelles aux ex- 
pressions que donne le calcul différentiel pour les cosinus des angles que fait 
avec les axes la direction du rayon de courbure de la courbe, ce qui entraîne 
la relation suivante : 

Si l'on multiplie les trois équations (87) respectivement par ^^ ^^ S' ^* qu'on 
les ajoute en tenant compte des équations (38) et (38 bis)^ on arrive à l'ex- 
pression très simple 

(39) T=-mg. 

Elle indique que le mobile se metU en chaque point de la courbe comme il le ferait 
sur une trajectoire reetiUgne, sous P action tt une force ^ale à la composante tangen- 
tieUe de la force qui le soUicite réellement. 

£n ayant égard à la relation (39), les équations (87) deviennent : 
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Si l'on élève chacune de ces trois équations au carré, quon ajoute les résul- 
tats, membre à membre, et que i on se rappelle d ailleurs que le calcul diffé- 
rentiel donne, pour le rayon de courbure r, l'expression suivante : 

on arrive à la relation, fort simple encore. 

On peut d ailleurs arriver aux expressions (89 et 89 his) sans passer par 
les calculs que je viens d'indiquer, au moyen des considérations suivantes. Le 
premier terme du premier membre des expressions (87) représente une force 
motrice (par unité de masse) égale à ^ et ayant pour cosinus directeurs 
^, sf' S' ^*^st-à-dire dirigée suivant la tangente. Le second terme repré- 
sente aussi une force motrice égale à ( x ) - et ayant pour cosinus directeurs 
j-rffjj-j, 5^(57)» S^vs)' ^'®st-à-dire dirigée vers le centre de courbure de 
la trajectoire dont r est le rayon de courbure. On voit donc immédiatement 
que Ion aura 

(39) T=mg, 

et que F^ , dirigée forcément suivant la normale principale , aura pour expression 

(39 hU) F,-.(^)'l-T^- 

Cette expression (89 his) est celle de l'action développée par le mouvement et 
que la courbe exerce sur le mobile pour l'obliger à se dévier du côté du 
centre de courbure. Elle porte, en France, le nom à^ force centripète et, en 
Angleterre, celui àe force dévialrice. 

La force centripète a pour égale et contraire l'action exercée par le mobile 
sur la courbe fixe ou sur l'obstacle qui guide le mouvement. Cette force est 
ce qu'en appelle la force centrifuge , dont la formule (89 bis) est dès lors aussi 
l'expression. La force centrifuge est donc en chaque point de la courbe proportion- 
nelle à la masse et au carré de la vitesse du mobile et inversement proportionnelle au 
rayon de courbure en ce point. 

Il faut' remarquer que, si, par suite d'ui^ cause quelconque, un point ma- 

Trailé d'bydi aulique. — I. 1 A 



106 INTRODUCTION. 

tériel prenait dans l'espace une direction curviligne, la force centrifuge ^ub- 
sisterait toujours; seulement elle ne serait plus détruite, comme toui; à l'ht^ure, 
par la résistance de la courbe qui était donnée et sur laquelle le mobile était 
tenu de rester. 11 suit de là que, dans le mouvement curviligne d'un point 
matériel dans l'espace, il faut que les forces appliquées à ce point puissent 
toujours être remplacées par deux forces, l'une tangentielle , qui produit le 
mouvement, l'autre dirigée suivant le rayon de courbure, qui détruit la force 
centrifuge. Supposons, en effet, la force R décomposée en deux autres P et Q 
dirigées suivant la tangente et le rayon de courbure au point [x^ y, z); les 
équations (A^) du numéro 33 deviendront : 

d'h jxdz , ri r j/dz\ 

En multipliant ces trois équations respectivement par 57' 5^» j et les ajoutant, 
on arrivera, en remarquant que le terme en Q sera nul, puisque la direction 
de cette force est perpendiculaire à celle de P, à la relation 

d^xdx + d^dy4-dHdz nj 
W ^ j;/ = Prfs, 

d'où 

ou bien 

d'h n 

Cette expression est identiquement l'expression (39) de la force tangentielle 
trouvée plus haut. 

Si maintenant on multiplie les trois équations du mouvement qui précèdent 

P^^ S^ia" )' S^(rf^)' S^(^) ^* m^'^^ '^s ajoute, ce sera le coefficient de P 
qui s'annulera et l'on aura en définitive : 



ou 



bien 



•»pF^(ff)+A''(|)+^<s)]-Q*. 



r / 
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Mais on a, d après lés expressions connues du rayon de courbure, 



r = 



\J{d;^x)^ + (d*^y y^ + (d^z)^ - (d^*)'-^ ' 



ce qui transforme l'équation précédente en celle-ci : 

m/rfï\2 «-. 

expression identique avec l'expression (89 6w) de la force centrifuge. 

La force Q, dirigée suivant le rayon de courbure et qui, dans le mouve- 
ment curviligne d'un point matériel dans l'espace, détruit en chaque instant 
du mouvement l'effet de la force centrifuge, est la force centripète. Elle est 
comme la cause du mouvement curviligne dans lequel un point matériel en 
mouvement est obligé, pour rester sur la courbe, de dévier à chaque instant 
de la direction rectiligne de la tangente à cette courbe dans laquelle son inertie 
tend à le maintenir. 

La force centrifuge est, en définitive, la force avec laquelle le corps en 
mouvement sur une courbe réagit, en vertu de son inertie, sur cette courbe 
supposée matérielle, ou, pour parler le langage de la mécanique pratique, 
sur le corps qui le guide; elle est égale et opposée à la force centripète avec 
laquelle la courbe réagit sur le point matériel en mouvement, ou le corps 
guidant sur le corps guidé. Force centripète et force centrifuge ne sont donc que 
deux dénaminatians de la même force ^ suivant quelle agit sur le corps en mouvement 
cw^iligne ou sur le corps qui guide un pareil mouvement. 

Pression sur la courbe. — Il serait facile de trouver l'expression de la pres- 
sion exercée sur une courbe par le mobile obligé de la parcourir; elle serait 
évidemment la résultante des forces N et — F^, et ses composantes, suivant les 
trois axes, auraient dès lors pour expressions : 

x-Tg-^(jyi4g)=.x-m£g-?(|yrf(g), 

as r\dt/ as \ds J dt^ as ds\dt/ \ds / 

Y-Tt-"(s)'s''(^)-ï-'"êâf-s(5)'<l)- 

Zmdz m/dsYtrj/dz\ rw d'hdz /ds\^j/dz\ 

et si la courbe était plane, la direction du rayon de courbure coïncidant dors 

là. 
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avec celle de la normale, la direction des forces N et — F^ est la même, et la 
pression sur la courbe devient égale à leur somme. 

5 à. Application des résultats du numéro 53 à un corps qui n*est sollicité que par 
son propre poids. — Supposons que le corps en mouvement sur la courbe 
donnée ne soit sollicité que par la pesanteur et que le mouvement ait lieu sur 
une courbe plane dont nous prendrons le plan pour plan des zx; nous comp- 
terons d'ailleurs les z de haut en bas dans le sens de la pesanteur. 

On aura ici : 

X = o, 
Y = o, 

et l'expression (35) de T du numéro 53 deviendra 

Tdz 

Mais on a, d'après l'expression (39), 

d'où , égalant ces deux expressions , 

jf^ds = gdz, 

ou, puisque ds^Sdt^ 

yd\==gdz, 

d'oâ , intégrant et déterminant la constante de manière que V=Vo pour z^o^ 

équation qui n'est autre chose que l'équation (7) qui a été trouvée au nu- 
méro 4 9 pour le cas de la chute verticale des corps pesants. Il résulte de cette 
expression, dans laquelle la figure de la courbe n'entre absolument pour rien, 
que la vitesse du mobile dépend uniquement de sa chute verticale, et qu'elle 
est exactement la même que celle que prendrait le mobile pesant s'il tombait 
verticalement de cette hauteur, sans suivre la courbe. 

Ces conséquences ne font, du reste, que conOrmer sur un exemple ce qui 
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a déjà été établi d'une manière générde au numéro 39, à Toccasion du prin- 
cipe des forces vives, c'est que, dans le cas de l'existence d'un potentiel, la 
variation de la force vive est indépendante de la voie cinématique suivie par 
les points du système en mouvement. Reprenons l'expression de la fonction 
potentielle donnée au numéro 89 : 

d<S> = Xdx+Ydy + Zdz. 

Elle devient, pour le cas particulier qui nous occupe ici, puisque X = o , Y = o, 
Z=mg, 

d<i>^mgdz^ 

d'oii , en intégrant et déterminant la constante de manière que €> =» Oo pour 

z=o, 

(61) O — O^^mg-z. 

On a, d'autre part, d'après l'équation (L'^) du numéro 89, 

qui devient ici, oii nous ne considérons qu'un corps réduit à un point matériel, 

5p-^«m^, 

d'où 

ce qui reproduit les expressions (60) et (7). 

L'expression (&o), à laquelle on est arrivé plus haut, n'est autre chose que 
l'équation des forces vives pour le cas oii le mobile qui parcourt la courbe 
donnée n'est sollicité que par son poids; mais il est intéressant d'établir, d'une 
manière générale, que le principe des forces vives s'applique aussi bien au 
cas du mouvement sur une courbe qu'à celui du mouvement d'un système 
libre dans l'espace, pour lequel il a été plus spécialement établi par les calculs 
donnés au numéro 38. L'équation (39) peut s'écrire ainsi qu'il suit, en mul- 
tipliant ses deux membres par cb : 

m 2j5 rf« «- ^d$. 
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Mais on a, d'après l'équation (35), 



d'où 

vn. . //« 



m'd8-r^=^XdX'\'Y dy + Zdz; 



mais ou a vu au numéro 38 que Ton avait 

X cb+ Y rfy + Z rfz = R cps (Ré&)rf8, 



d'où 



m rfs jT^ = R cos (R d8)ds^ 



ou, en intégrant entre les limites ^ et ^o^ 

OU bien 

^ — ^ = 1 Kcos(nrf«)as. 

Cette expression , en affectant ses deux membres du signe 2 pour l'appliquer 
à un système quelconque de points matériels, reproduit identiquement l'équa- 
tion (L') donnée au numéro 38. 

Revenons maintenant pour un instant à l'équation (&o). Cette équation 
montre que, si la courbe offrait des ondulations, la vitesse atteindrait ses va- 
leurs maxima et minima en même temps que z, c'est-à-dire au point où la tan- 
gente à cette courbe serait horizontale et où par conséquent le mobile pour- 
rait se maintenir en équilibre. La vitesse deviendrait nulle chaque fois que le 
mobile reviendrait au point duquel il a commencé à descendre avec une vitesse 
initiale nulle, de sorte qu'il remonterait toujours au niveau de son point de 
départ en vertu de la vitesse qu'il aurait acquise pendant la descente. Ainsi, 
par exemple, si l'on faisait partir du point À (fig. ii) d'une courbe ACB 

située dans un plan vertical un mobile par- 
tant de ce point A avec une vitesse nulle, sa 
^ ^ .^ vitesse irait en s'accélérant à la descente pour 



^ ^^^^^:^::>r. i^...^s:^. atteindre son maximum y/ ^gh au point C , 

où la courbe a une tangente horizontale infé- 
rieure; il dépasserait le point C, en vertu de cette vitesse acquise, et remon- 
terait avec une vitesse allant en diminuant pour arriver avec une vitesse nulle 
au point B situé sur l'horizontale menée du point A. Il redescendrait ensuite 
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de B vers G et remonterait jusqu'en A, exécutant ainsi des évolutions alter- 
natives parfaitement égales, et qui se reproduiraient indéfiniment en vertu 
du seul jeu de la force vive qui emmagasine pendant la descente ce qu il faut 
dépenser pour le travail de la remonte. Ce serait là le mouvement perpétuel , 
n'était la question des frottements, qui y vient mettre bon ordre et que nous 
allons examiner maintenant. 

55. Cas où Von tient compte du frottement sur la courbe. — Si l'on veut intro- 
duire dans le problème les résistances dues au frottement sur la courbe, 
c'eslhà-dire sortir de la théorie pure pour entrer dans le domaine de la pra- 
tique, il faut admettre sur la nature du frottement des données purement 
expérimentales. Pour les corps solides glissant les uns sur les autres, l'expé- 
rience semble indiquer que la résistance qui résulte de ce frottement est propor- 
tionnelle à la pression et indépendante de la vitesse. 

Admettons, pour simplifier, que la courbe matérielle sur laquelle se meut 
le mobile soit plane et située dans le plan vertical des zx^ ce qui peut très 
bien s'admettre ici, puisque l'on suppose que le mobile n'est sollicité absolu- 
ment que par son propre poids. 

La pression sur un point quelconque de la courbe directrice est ici la 
somme de la composante du poids du mobile suivant la normale à cette 
courbe et de la force centrifuge; cette expression a, par conséquent, pour 
valeur : 

dx , mV^ 

et si l'on désigne par K le rapport de la résistance due au frottement à la 
pression, ou ce qu'en pratique on appelle le cœjjuÀeht du frottement^ cette résis- 
tance aura pour expression 

^/ dx , mVn 

et l'équation du mouvement deviendra : 

// \ dh dz ir / dx , V2\ 

Il faudrait à cette équation joindre celle de la courbe donnée, qui serait de la 

forme 

F(a:,z)==o, 

et l'intégration de l'équation (&a) conduirait aux lois du mouvement. 
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56. AppUcation au plan incliné. — Supposons que la ligne soit droite et 
Fig. 1». qu elle soit la ligne de plus grande pente dun 

plan incliné, et appelons a Tangle que fait 
cette ligne AC (fig. iq) avec Thorizon. 

La courbé étant ici une ligne droite, le 
rayon de courbure devient infini, et le terme 
de la force centrifuge disparaît de Téqua- 




tion (^s), qui devient 



mais on a 



d'^8 dz wr dx, 
dz dx 

3j-sina, 3j- = cosa, 



di 



et, si l'on se rappelle que V = t;, Téquation précédente devient 



(63) 



dV 



-5T=^(sina-Kco8a), 



d'où , intégrant et déterminant la constante de manière qae V =- Vo pour < — o , 



(U) 
OU bien 



V==Vo+g'(sina — Kcosa)f, 
j«V^+^(sina-Kco8a)f, 



d'où, intégrant et déterminant la constante de manière que S=-o pour ^«-o , 



(45) 



S==V^^ + g'(sina — Kcosa) - 



Les équations [kk) et (/i5) déterminent les lois du mouvement d'un corps 
solide sur un plan incliné. 

Nous ferons remarquer maintenant que , si le mouvement devait devenir 

uniforme, on aurait ^=o, et Téquation {JxZ) donnerait 



d OÙ Ton déduirait 

(^7) 



sîn a — K C08 a = , 



K » tang CL. 



L'équation (46) n'est autre chose, d'ailleurs, que celle de l'équilibre des forces, 
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qui est, comme od le sait, une condition nécessaire du mouvement uniforme; 
elle peut s'écrire, en effet, de la manière suivante : 

Or iiif sin a est la composante du poids du corps suivant la ligne AG qui tend 
à le faire descendre sur celte ligne , et — R fn^ cos a est la composante suivant 
la même ligne de la résistance que le frottement oppose à ce mouvement. 
L'expression (/iy) indique donc que la somme des composantes des forces 
suivant la même ligne AG est nulle. Gette condition, qui doit subsister pour 
le mouvement uniforme, subsiste aussi pour le cas de Téquilibre (^^ de sorte 
que Téquation (/iy) donnera Tangue maximum sous lequel il faut placer le 
plan pour que le corps y reste en équilibre. 

Il résulte de là un moyen pratique fort simple de déterminer, pour des 
corps de différentes natures, la valeur du coefficient de frottement K qui 
convient à chacun d'eux. Il suffira, en effet, de poser un corps d'une matière 
donnée sur un plan incliné d'une matière également donnée, et d'incliner le 
plan jusqu'à ce que le corps commence à se mettre en mouvement, et l'on mesu- 
rera l'angle CL que fera en ce moment le plan avec l'horizon, et l'on aura K (du 
moins pour l'instant du départ) en substituant cette valeur de a dans l'équa^^ 
tion (^7). G'est ainsi que l'on a déterminé les valeurs numériques des coeffi- 
cients de frottement des divers corps que l'on trouve dans certains ouvrages 
de mécanique pratique, et qui sont donnés au recueil de tables de M. Glaudel. 

L'expérience démontre que, pour des corps de même nature, le coefficient 
reste constant lorsque l'on fait varier l'étendue des surfaces frottantes, ce qui 
établit que y pour les corps solides, lefrotlement est indépendant de retendue des sur- 
faces de contact. D'autres expériences paraissent établir aussi, comme je l'ai 
déjà dit plus haut, que le frottement entre corps solides est indépendant de 
la vitesse (du moins après le départ); mais le fait n'est pas suffisamment établi 
pour qu'on puisse l'admettre comme absolument incontestable. Dans l'état 
actuel de nos connaissances sur ce point, on admet qu'il y a deux coefficients 
de frottement distincts, tous deux constants d'ailleurs, l'un pour l'instant du 
départ, l'autre pour le cas du mouvement établi. Il est incoptestable que le 
premier de ces coefficients désigné plus haut par K est constant pour une 
même nature de corps solides; mais les expériences faites ne prouvent pas 

^'^ Cest ee qu*il est facile de voir ici même, indépendamment des principes généraux; car, 8*il y a 
équilibre, on a V = o, V,»o, etTéqaation (Ai) devient^ (sina — Kco8âE)=so, qui conduit immé- 
diatement à réquation (&6). 

Traité d*hydrauliqae. — I. i5 
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suffisamment qu'il en soit de même du second. Ce n'est donc que jusqu'à preuve 
contraire que ce dernier me paraît devoir être regardé comme indépendant de 
la vitesse. En tout état de cause, le coefficient au départ est toujours notable- 
ment plus fort que le coefficient en marche. 

Si l'on suppose le frottement nul, on a K = o, et les équations (46) et 
(45) deviennent : 

«-V^^ + g^sma-- 

Ces équations ne sont autres, comme on devait s'y attendre, que les équations 
(6) données au numéro /ig pour les lois de la chute des corps pesants dans le 
vide, dans lesquelles g serait remplacé par sa composante g-sina suivant le 
plan incliné et z par s. On aurait, d'ailleurs, en éliminant i entre les équations 
(48): 



mais la ûgure i a donne 

d'où 
(^9) 



^ = «sma; 



« 



sina 



X!— ÎjL«:T. 



et nous retombons encore ainsi sur l'équation (7) du numéro ^9, déjà repro- 
duite aux numéros 5 o et 56. De cette équation on conclut que, mr un plan 
incliné où le frottement serait nul y la vitesse serait complètement indépendante de f in- 
clinaison du plan et qu'elle ne dépendrait que de la hauteur verticale de laquelle est 
descendu le corps. Cette vitesse n'est autre que la vitesse due à cette hauteur. 
Cette propriété ne s'applique, bien entendu, qu'au cas où le frottement est 
nul. 

Si l'on supposait que le plan incliné devint vertical, on aurait : 

8ina=» 1, s=»z, 
et lès équations (48) deviendraient ": 



qui reproduisent exactement les équations (6) du numéro kg. 
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Enfin, si le plan devenait horizental, onauraîtsina^o, et les équations (& 8) 
se réduiraient à : 

Le corps marcherait donc d'un mouvement uniforme avec sa vitesse initiale, 
qui se conserverait indéfiniment en grandeur comme en direction, étant tou- 
jours entendu que le frottement est nul. 

57. Mouvement dun 'point matériel assujetti à rester sur une surface donnée. — 
Je dois me borner à indiquer les points essentiels, et je ne traiterai la question 
qu'en faisant abstraction du frottement, pour me borner aux lois mathéma- 
tiques du mouvement en lui-même. Je suppose toujours le point matériel 
sollicité par une résultante. R des forces extérieures appliquée à son centre de 
gravité, point dans lequel est condensée la masse du corps; les composantes 
suivant les trois axes rectangulaires des coordonnées sont toujours X, Y, Z. 
N est la résistance normale de la surface à la pression que lui impose le mou- 
vement du mobile au point (x, y, z), La force R peut se décomposer en ce 
point en deux. Tune normale à la surface, l'autre dirigée dans le plan tangent 
et qui agit sur le mobile pour produire le mouvement. 11 est facile de voir, en 
se rappelant les expressions que donne le calcul différentiel pour les cosinus 
des angles que la normale à une surface fait avec les axes des coordonnées, 
que les équations générales (A^) données au numéro 33 deviennent ici : 

dz 



V(iMl)v' 

dz 
(5o) j-rf^ y i« dy 

VU) +U) + ' 



dt^ 



v(êy+(i)'+'' 



auxquelles il faudrait joindre l'équation de la surface : 

(5i) «=/(^»y). 



116 INTRODUCTION. 

Ces quatre équations détermineraient le mouvement du mobile et la résis- 
tance de la surface désignée par N. 

Si Ton multiplie les trois équations (5o) par les coefficients qui affectent N 
dans chacune d'elles et qu on les ajoute, on trouve : 



^ ' <lg ' dy 1 dx ^ dy ^ 

"\/(i)'+C4)'+'~'"'V(ë)'+(i;+'' 



Le premier terme du second membre de cette équation n'est autre chose 
qu'une force égaie et directement opposée à la composante de R suivant la nor- 
male, et, quant au second terme, il peut se mettre sous la forme suivante, 
r étant le rayon de courbure : 






Si Ton désigne par S langle que fait la direction du rayon de courbure avec 
celle de la normale, et qu'on se rappelle les expressions que donne le calcul 
différentiel pour les cosinus des angles que fait la direction du rayon de cour- 
bure avec les axes, on aura 

v/(ë)'+(?j+' 



d'où, effectuant les différentiations et en se rappelant, d'ailleurs, la relation 

dz y I ^ 

dx * dx 



différentielle àz'^-Tzdx-\--^dy^ on déduit 



1» r dx , du ^ 
C08<î = X5* — 



Le second terme du deuxième membre de l'expression de N peut donc en 
définitive s'écrire ainsi qu'il suit : 



m/ds\^ r 

-7(5i)co8^, 

ce qui n'est autre chose que la composante prise en sens contraire de la force 
centrifuge suivant la normale à la surface. 
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La pression normale N est donc la somme de deux forces qui ne sont autre 
chose que les composantes, suivant la normale à la surface, de là force exté- 
rieure et de la force centrifuge, prises en sens contraire. La force centrifuge 
ne pouvant se déterminer que si Ton connaît la vitesse, il faut conndtre dès 
lors la trajectoire. Pour déterminer cette courbe, il suffit d'éliminer N entre 
les trois équations (5o), ce qui conduira aux deux suivantes: 



^X + '^^Z^ 



^(^+4) 



m 






rf«\2 

m 



(S)' 



A ces deux équations il faudra toujours joindre Téquation (5i) de la surface 
qui servira à y substituer z en a; et y, et il ne resterait plus qu'à déterminer 
le dénominateur m ^^j des seconds membres des équations (5a). Pour cela, 
il suffit de multiplier les équations (5o) respectivement par t-» 5? ^^ S' ^^ 
de les ajouter et de se rappeler que, d$ étant l'élément de trajectoire dont les 
projections sur les axes sont dx^ dy, dzy cet élément est perpendiculaire à la 
normale à la surface. Le terme en N, qui résulte de l'addition des trois équa- 
tions, doit dès lors disparaître, et le résultat sera la relation suivante : 

OU bien 

d'où, par l'intégration, 

"(B)--'(t)'-j:«*- , 

ce qui reproduit encore l'équation des forces vives sous la forme (L^), dans 
laquelle elle a été donnée au numéro 38, et démontre que le principe de$ 
Jarces vives reste applicable au cas du mouvement sur une surface^ comme nous avons 
déjà vu qu'il Fêtait au mouvement sur une courbe donnée. 

On tirera de cette équation la valeur de ^(^) » ^Q ^^ donnant la vitesse 
initiale ^*, et on la substituera dans les équations (5â) , qui serviront ensuite à 
déterminer la projection de la trajectoire sur le plan des xy. 

Si la force R était nulle ou dirigée constamment suivant la normale à la 



118 INTRODUCTION. 

surface, on aurait, dans ie premier cas, B = o, et, dans le second, Ré^«o, 
et i'équation des forces vives donne alors 

dt^ dt' 

ce qui indique que la vitesse initial^ se conserverait et que, par conséquent, 
le mouvement serait uniforme. On aurait d'ailleurs 

d^s 

et les équations (5a) deviendraient : 

II est facile de voir que, dans ce cas, le plan osculateur de la trajectoire est 
normal à la surface. 

Reprenons, en effet, l'expression du cosinus de Tangle que le rayon de 
courbure fait avec la normale et qui est, comme on Ta vu plus haut, 

^ r dx du ^ 

COS<y=Ts 1 . >. , 

et celle du rayon de courbure : 

^ d£^ 

Lorsque Ton a éf « = o, comme pour le cas qui nous occupe, cette expression 

de r devient 

dê'^ 



r = 



"'smhWh' 



et, si Ton substitue cette valeur de r dans celle de cos <î, celle-ci devient 

cos5=i, 

ce qui indique bien que la direction du rayon de courbure coïncide avec celle 
de la normale. 
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II suit delà que, dans le cas particulier qui nous occupe, ia pression sur 
la surface serait la somme de la force R et de la force centrifuge. 

58. Application à un corps sollicité uniquement par la pesanteur. — Pour appli- 
quer ce qui vient d'être dit dans le numéro 67 à un corps sollicité unique- 
ment par la pesanteur, il faudrait prendre une surface déterminée, par 
exemple celle d'une sphère, et opérer pour ce cas particulier les calculs qui 
viennent d'être indiqués pour le cas général, en faisant, d'ailleurs, dans les 
formules du numéro 67, 

X = o, Y = o, Z=mff, 

les z étant maintenant comptés de haut en bas dans le sens de la pesanteur. 
Une pareille application n'offrirait pas grand intérêt au point de vue des ques- 
tions que j'ai surtout à traiter, mais ce qu'il est essentiel de retenir, c'est ce 
qui résulte de l'équation des forces vives, qui donnerait ici, comme pour le 
cas du mouvement d'un point matériel pesant traité au numéro 69 , 



^g ^g 



^ 

/u 



z étant la hauteur verticale qui sépare les deux points de la surface sur les- 
quels les vitesses du mobile seraient V© et V. 

Il suit de là que, si entre deux points d'une surface on trace une infinité de 
courbes ayant toutes leurs tangentes à leurs points les plus bas situés dans le 
même plan horizontal, le mobile partant du point le plus haut de chacune de 
ces courbes arriverait au point le-plus bas avec ia même vitesse, quelle que 
fût celle des courbes qu'on lui aurait fait parcourir, ce qui ne fait que véri* 
fier, d'ailleurs, le principe énoncé déjà au numéro Sg, à savoir que, dans le 
cas où il y a un potentiel, la vitesse est absolument indépendante de la voie 
cinématique suivie par le corps en mouvement. 

Ce n'est pas à dire pour cela que tous les mobiles partis du point le plus 
haut d'une des courbes arriveraient en même temps au point le plus bas. 

Si la trajectoire était une ligne droite faisant un angle j3 avec l'axe des z , 
l'équation des forces vives écrite plus haut, et en y faisant pour simplifier 
Vo => , «conduirait immédiatement à la relation différentielle suivante, en y 
remplaçant V par ^ et z par ^ cos j3, 

y a^ < CO8 p 



Fig. i3. 
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équation qui, étant intégrée de manière que «»o pour t='0, donnerait 

<=, / ^* 

Ce résultat comporte une interprétation géométrique assez intéressante. 

Supposons (fig. i3) que le plan du papier soit le plan vertical passant par 
Taxe kz des z et la ligne droite AG que suit le mobile , ligne droite faisant 

l'angle |S avec cet axe. Si Ton fait varier ^ et s 
et si la trajectoire rectiligne prend, par exemple, 
la position AG , au lieu de la position AB , la va- 
leur de t sera la même pour ces deux lignes si 
le rapport — ^ est constant de l'une à l'autre , 
ce qui exige que les points B et G soient sur une 
circonférence passant par le point A , duquel est 
parti le mobile. On voit donc que, si l'on conçoit 
par la pensée un nombre quelconque de cônes 
circulaires à axe vertical, dont les génératrices 
seraient diversement inclinées par rapport à cet 
axe sur lequel ils auraient leur sommet commun, il arrivera qu'un nombre quel- 
conque de corps, partant sans vitesse acquise de ce sommet, pour descendre 
suivant une génératrice quelconque de l'un quelconque de ces cônes, arrive- 
ront tous en même temps sur les circonférences suivant lesquelles les cônes 
couperaient une sphère de rayon quelconque passant par le sommet commun 
et ayant pour axe l'axe vertical commun de tous ces cônes. 

59. Mauvementf dans un plan vertical^ iun corps pesant assujetU à rester à 
une distance donnée £un point fixe. — Nous supposerons toujours la masse du 

corps concentrée dans son centre de gravité, ce 
qui nous ramène au cas du mouvement d'un point 
matériel lié à un point fixe autour duquel il peut 
tourner. 11 est clair que le mobile ne peut , dans 
le plan vertical passant par le point fixe dans 
lequel le mouvement doit avoir lieu, se mouvoir 
que suivant la circonférence décrite, dans ce plan, 
du point fixe comme centre avec la distaace con- 

,. «-, -., stanle à laquelle le mobile doit rester de ce point 

fixe prise pour rayon. 
Supposons que le cercle soit rapporté (fig. \k) aux axes Az, kx^ que B 



Fig. i4. 
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soit la position initiale du mobile, x^^ z^ étant les coordonnées de ce point et 
h sa position pour des valeurs quelconques x^ z des coordonnées. Si So9 ^ sont 
les longueurs de l'arc compté à partir d'une origine quelconque sur la circon- 
férence qui correspondront aux instants où le mobile sera sur Ites points (a?„, z,.) 
et (.r, z), on aura, d'après le principe des forces vives, la relation 

(s)'-(S)'— »»(^«-^). 

et, si l'on suppose que le mobile parte du point B sans vitesse initiale, 
(54) (g)^»_,g.(.„_4 

Mais l'équation du cercle rapporté aux axes A^, kz est, si / désigne la distance 
constante à laquelle le mobile doit rester du point fixe , 

z +0? — 2/Z=0. 

On a, d'ailleurs, d'après les relations données par ie calcul différentiel, 



ds^dz^i+(^)\ 



équation qui, en ayant égard à celle du cercle, devient 



d'où 



ds 




Ut 


°0 


\h — î* 


i» 


dz _ 


l 



dt dt yj^lz - z^ 



et si l'on substitue cette valeur de ^ dans l'équation (5&), et qu'on en tirç dt, 
il viendra 

Idz 



dt^^ 



d'où l'on tire, par intégration, la valeur de t : 

*» "Idz 

\/{ûlz-z^)fig{z.-z) 



(56) ,.fl 



Cette formule donne le temps qu'il faudrait au mobile pour descendre du 
point B (fig. i/i), dont l'ordonnée est z^^ au point 6, dont l'ordonnée est z. 

Traité d^bydraulique. — 1. ' i6 
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II faut remarquer maintenant que le mobile, parlant du point B sans 
vitesse initiale et n étant sollicité que par son propre poids, commencera par 
descendre vers le point A, où il arrivera avec la vitesse y/ag^Zo, en vertu de la- 
quelle il dépassék*a ce point, pour remonter avec une vitesse décroissante jus- 
qu'au point B' situé à la même hauteur z^ que le point B. Sa vitesse devenant 
nulle, du point B' il redescendra ensuite vers A, pour remonter jusqu'en B et 
ainsi de suite, de sorte que le mobile exécutera une série d'oscillations dont 
l'amplitude sera mesurée par l'arc BAB'. Si l'on prend l'intégrale entre les 
limites z-=Zo et 2;-=o, elle donnera la durée d'une demi-oscillation, et si on 
désigne cette durée par -, on aura 

1 r -Idz 

'^ J î, y/( ùlz — z^) fkff (z, — z) 

L'intégration de cette expression ne peut se faire qu'approximativement par 
un développement en série qui donne 

(56) T-,^[. +(iy i;+(l^y (J,)'+(1^)'(J,)'+ . . .]. 

Si l'on suppose l'oscillation très petite, c'est-à-dire la valeur deszo très petite 
par rapport à celle de /, l'expression précédente devient, à une approximation 
suffisante, 



T-'N^ 



On peut, d'ailleurs, arriver encore très simplement à cette formule en suivant 
la marche indiquée par M. Résal. Si l'on désigne par l'angle hok (fig. lù), 
correspondant à une position quelconque h du mobile, la composante tangen- 
tielle de l'accélération sera g* sind. D'un autre côté, la vitesse du mobile h sur 
la circonférence a pour expression /tt? de sorte que l'on a immédiatement 

l'équation du mouvement : 

et, si l'on se renferme dans le cas d'oscillations très petites, on peut remplacer 
sinÔpar 6, et l'on a 

dont l'intégrale est 

(57) e==Mco8<v/Ï4-.Nsinfi/f' 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 123 

M, N étant deux constantes arbitraires. Mais nous avons supposé que, pour la 
position initiale B du mobile au point 6=^60^ ia vitesse était nulle, ce qui 
donne pour ce point : 



de 



On déduit de là les valeur des constantes : 

N = o, M---Ô0, 
d'où, par Ti^quation (57), 

e=e^cosfi/|^ 

et, si Ton désigne par T la durée dune oscillation simple de B en B^ cette 
durée sera donnée par la condition 



V^-"- 



qui réduirait l'équation précédente à 

d'où Ion déduit 

(58) T=^y^ • 

comme par le premier calcul. 

Cette formule exprime la loi du mouvement d'un corps pesant assujetti à 
osciller autour d'un point Gxe sur une tige rigide et de longueur invariable; 
le système constitue ce qu'on appelle le Pendule. 

60. Application à la âéiermination de r accélération de la pesanteur. — De la 
formule (58) on tire 

(59) B-w 

et, pour déterminer l'accélération g de la pesanteur dans le lieu où l'on se 
trouve, il suffirait de déterminer expérimentalement, au moyen d'un chrono- 
mètre, la durée T de l'oscillation d'un pendule de longueur donnée /, en 
déduisant, par une simple division, cette *durée, pour atténuer l'erreur, de 
celle d'un grand nombre d'oscillations successives dont on n'aurait à évaluer 
que la durée totale et le nombre total. C'est, en effet, au moyen d'expériences 
pendulaires que l'on est parvenu à déterminer la valeur de g; mais il faut 

16. 
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remarquer que, pour que la formule (58) et, par conséquent, la formule (5 9) 
donnent une approximation suffisante, il faut que la longueur du pendule soit 
très grande par rapport à l'amplitude de l'oscillation. 11 faut remarquer de 
plus qu'en pratique les pendules ne peuvent se composer d'un point matériel 
pesant relié au centre fixe par un rayon idéal invariable. Ils sont composés en 
général d'une sphère ayant la plus grande masse possible sous le plus petit 
volume, en platine par exemple, et reliée au point fixe par un fil accroché à ce 
point, la masse du fil étant négligeable par rapport à celle de la sphère. Le 
mouvement du centre de cette sphère qui représenterait notre point matériel 
n'éprouve de la part des liaisons du système aucune perturbation appréciable; 
le mouvement du corps oscillant n'est ni accéléré ni retardé par l'influence de 
ces liaisons, et il oscille comme s'il était isolé. La distance, exactement mesu- 
rée, du centre d'oscillation au point de suspension est la valeur de /qu'il faut 
mettre dans l'équation (69); mais on ne doit pas se dissimuler qu'il y a tou- 
jours, dans la détermination du véritable centre d'oscillation, eu égard à la 
composition matérielle du pendule, une certaine incertitude, qui rend ces 
opérations fort délicates et qui exige des appareils tout à fait spéciaux que 
l'on ne trouve que dans les observatoires. Il est incontestable, toutefois, que, 
dans ce mode d'expérimentation, on peut, sans crainte d'erreur, négliger l'in- 
fluence de la résistance de* l'air, attendu que l'on n'a affaire qu'à de très 
faibles vitesses. 

Si l'on voulait se servir du procédé direct qu'offrirait la loi de la chute des 
corps graves déterminée par les équations (3) du numéro /19, on ferait 
tomber un corps pesant de hauteurs déterminées, et l'on observerait les temps 
qu'il mettrait à tomber de ces hauteurs z sur le sol, et de la seconde des équa- 
tions (3) on tirerait 

équation qui, % étant donné et ^déterminé comme il vient d'être dit, donne- 
rait immédiatement la valeur de g. Mais pour que ce procédé fût tant soit 
peu exact, il faudrait nécessairement que t pût prendre des valeurs facile- 
ment appréciables au chronomètre , et que, dès lors, les hauteurs z desquelles 
on ferait tomber le corps fussent assez grandes; mais alors la résistance de 
l'air introduit immédiatement une sérieuse cause d'erreur, puisqu'elle croit 
rapidement avec la vitesse. C'est ce qui explique pourquoi le procédé d'expé- 
rience au moyen du pendule a été adopté de préférence pour déterminer la 
valeur ^ de l'accélération de la pesanteur dans un lieu donné. 
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61. Vai'iatian de l'accélération de la pesanteur avec Paltttude et la latitude du 
lieu. — On sait que, d après la grande loi de Tattraction découverte par 
Newton, tous les corps s'attirent en raison directe de leurs tnasses et en raison 
inverse du carré de leurs distances. C'est cette loi qui régit le mouvement des 
corps pesants et qui doit servir de base à l'analyse que nous allons faire du 
mouvement d'un corps dont la masse serait concentrée dans son centre de 
gravité ou d'un point matériel pesant vers le centre de la terre. 

Je supposerai d'abord la terre sphérique, et j'appellerai R son rayon moyeu 
égal au double de la distance du pôle à l'équateur, divisé par le rapport ir de 
la circonférence au diamètre (^l 

g désignera l'accélération de la pesanteur à la surface de la terre, ou, plus 
exactement, au niveau de la mer, accélération qui est évidemment constante 
dans l'hypothèse de la sphéricité où nous commençons par nous placer. 

Désignons par D la distance au centre de la terre d'un point A situé au- 
dessus de sa surface et que nous prendrons pour origine des z comptés de 
haut en bas dans le sens de la pesanteur, c'est-à-dire de A vers sur la 
verticale qui joint ces deux points. 

g sera d'ailleurs l'accélération imprimée par la pesanteur au corps de 
masse m lorsqu'il est à la distance z de l'origine A des coordonnées. 

La loi de l'attraction énoncée plus haut donnera immédiatement entre ces 
diverses quantités la relation 

et les équations générales (^3) du mouvement de translation du numéro 33 
se réduisent ici à l'équation unique 

ou 

(6.) d^z^ ffi^ 



qui donne, par une première intégration, 

[dt) = aô- ÎJ3I + const. , 

^'^ On sait que ceUe distance est 10 millions de mètres, de sorte qu on aurait : 

_ 90.000.000 ^ -^^ . 

" — — 5 — Z""ï — = " • 3oo . âoo mètres. 

o, laio 



A 
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ou bien 

On tirerait de là , et) déterminant la constante de manière que V = o pour 

(63) v'=««'^-iy(ir?T)' 

OU bien 
d'où 

On arriverait, d'ailleui'S, immédiatement à Téquation (63) au moyen du prin- 
cipe des forces vives. Le travail de ia force serait, en effet, 



J(fcjr=»»^-fyzr,+con8t., 



et l'équation des forces vives devient 

-^ = î^ + consU, 

et, si Ton détermine la constante de manière que V = o pour z =- o , 

ce qui n'est autre chose que l'équation (63). 

Dans les expressions (63 his) et (64) on voit reparaître l'expression v/sg^z 
de ia vitesse due à la hauteur z, et celle de — de la hauteur due à la vitesse V 
que nous avons déjà remarquées au numéro /19, dans lequel il a été question 
de la chute des corps graves dans l'hypothèse d'une valeur absolument con- 
stante de l'accélération de la pesanteur, c'est-à-dire dans un lieu donné. La 
variation de cette accélération avec la distance au centre de la terre du point 
d'où part le mobile, ou avec l'altitude de ce point au-dessus du. niveau de la 
mer, a pour résultat de faire multiplier les expressions ^Tgz et— , trouvées 

au numéro 69 , respectivement par ^-r^ — j. et par R'^ . V^ , comme le mon- 
trent les expressions (63 hxs) et (6/i) comparées aux expressions (5) et [h) 
du numéro 69. 
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Revenons maintenant à Téquation (62), de laquelle nous tirons, après y 



avoir remplacé V par ^^ 



'^^-yJww^'^^-s/^' 



L'intégrale de cette équation différentielle, qui s'obtient facilement en se ser- 
vant d'une variable auxiliaire et en posant 2;=>Dcos 9, est, en déterminant 
d'ailleurs la constante de manière que Tondait z = o pour f=o, 

(65) ^=.^J^^[y/o^_^2_^5arccos^']. 

Pour avoir le temps que mettrait le corps pour arriver à la surface de la 
terre, il faudrait dans celte équation faire z = D — R, ce qui donnerait 

La vitesse acquise par le corps au bout de ce temps s'obtiendrait d'ailleurs 
eu faisant z==D — R dans l'équation (63), ce qui donnerait 

/^ \ v2 (D-R)R 

(67) \ ^^^\——U. 

Ces expressions, en appelant H l'altitude ou la hauteur au-dessus du niveau 
de la mer du point A, et en remarquant, d'ailleurs, que l'on aurait identique- 
ment D = R + H, peuvent se mettre sous les formes suivantes : 

(«9) ^'-'f^- 

La première de ces expressions donnerait le temps que mettrait à arriver à la 
surface de la terre un corps tombant d'une hauteur H au-dessus de cette 
surface, et la seconde donnerait la vitesse acquise par ce corps au moment 
où il toucherait le sol. 

L'expression (68) donnerait /or, si, H ayant une valeur donnée, on déter- 
minait t par l'observation du temps que mettrait le corps à tomber de cette 
hauteur sur le sol; mais la même cause d'erreur existerait ici que si l'on se 
servait purement et simplement de l'équation (60) du numéro 59. 11 faudrait, 



::^ 
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pour que l'expérience fût assez exacte, prendre pour H une grande valeur; 
mais alors la vitesse deviendrait elle-même assez grande pour qu ii ne fût plus 
permis de négliger la résistance de Tair, de laquelle les équations (68) et (69) 
ne tiennent pas plus compte que les équations (3) du numéro 69, dont on a 
déduit l'expression (60). 

Remarquons maintenant que, si Ton introduit l'altitude H dans la valeur 
de g donnée par l'expression (61), celle-ci devient 

J _ g 

Gomme en général H est très petit par rapport à R, on peut, dans le dévelop- 
pement de (i+d) ^n série, négliger les puissances de g» et il viendrait à 

cette première approximation ; 

(70) s--^' 

Cette formule ne serait d'ailleurs applicable que pourie cas où l'on s'élè- 
verait directement dans l'air ; ce serait celle des aéronautes. Mais s'il s'agit de 
déplacements à la surface de la terre, comme ceux que nous avons uniquement 
k considérer ici, la pesanteur décroit moins vite, attendu que les couches 
terrestres contiguës exercent une attraction locale sensible; et, pour tenir 

compte de cette circonstance on a été conduit empiriquement à porter à t le 
coefficient a de 779 ce qui donne la formule suivante : 



(70 6 w) g = 



g 



. 5H 



Telle serait l'expression de l'accélération de la pesanteur en tenant compte de 
l'altitude du lieu, g étant la valeur constante de cette accélération pour le 
même lieu , mais au niveau de la mer. 

Dans les calculs qui viennent d'être indiqués, on a supposé la terre sphé- 
rique et l'on n'a d'ailleurs tenu aucun compte de son mouvement de rotation; 
il y a dès lors des corrections à y faire. 

Le globe terrestre est, comme on le sait, un ellipsoïde de révolution dont 
l'axe est celui de sa rotation diurne. L'aplatissement de la terre vers ses pôles 
a été évalué numériquement, dans le siècle dernier, par le mesurage, en divers 
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lieux, de l'arc du méridien correspondant à un degré, et il résulte de ce 
défaut de sphéricité que Tintensité de la pesanteur va en augmentant, de 
Téquateur au pôle, proportionnellement au carré du sinus de la latitude du 
lieu, d*où résulte que l'accélération de la pesanteur augmenterait proportion- 
nellement à ce carré. 

Quant au mouvement de rotation diurne de la terre, il donne lieu à une 
force centrifuge qui tend à diminuer celle de l'attraction. Cette rotation s'effec- 
tuant en 8616/1 secondes, sa vitesse angulaire a aurait pour expression : 



Quelque faible que soit celte vitesse par rapport aux vitesses que Ton a à 
considérer dans la plupart des applications de la mécanique, elle nen a pas 
moins une influence appréciable, qui a été mise en évidence par des expé- 
riences spéciales bien connues. 

M. Résal a donné, dans le tome I*^' de sa Mécanique, l'expression suivante 
de la déviation causée par le mouvement diurne : 

A = |acosXz(— y . 

Un corps pesant tombant sans vitesse initiale d'une hauteur z décrirait donc , 
dans le plan vertical passant par la tangente au parallèle du lieu dont la lati- 
tude serait X, une parabole du degré - au lieu d'une ligne droite. L'expres- 
sion précédente, concorde du reste avec le résultat d'une expérience faite par 
M. Reich dans les mines de Fi^eyberg. 
Les données de cette expérience sont : 

z=t5o.5o, X = 5i®, 

et, si l'on substitue dans la formule précédente ces valeui*s numériques de z 
et X, celle de a trouvée plus haut, et pour g le nombre 9.809, elle donne : 

^ = 0,0276; 

le nombre correspondant constaté par l'expérience des mines de Freyberg 
étant 0,0283, on voit que les deux nombres sont à très peu près égaux. 

L'effet de la force centrifuge due à la rotation diurne de la terre est de dimi* 
nuer la valeur de g d'une petite quantité, qui, nulle aux pôles, augmente à 

Traité d^hydraulique. — I. 17 
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mesure que Ton se rapproche de l'équateur. D'un autre côté, le défaut de 
sphéricité de la terre, supposée sphérique dans les calculs précédents, fait que 
l'action de la pesanteur, au lieu d'être dirigée vers le centre, Test suivant la 
ligne normale à la surface des eaux, cest-à-^dire suivant la ligne que Ton 
appelle verticale. L'intensité de cette action augmente de l'équateur au pôle 
par suite de la diminution du rayon , d'une petite quantité proportionnelle au 
carré du sinus de la latitude du lieu. La correction relative à la non-sphéricité 
est donc proportionnelle à sin X=i(i — cos aX); celle qui provient de la force 
centrifuge, et qui vaut simplement la composante de cette force suivant la 
verticale, est proportionnelle à — cos X = i(— i — cosaX). La partie variable 
de ces corrections est donc en tout proportionnelle à — cosaX, et la formule 
pratique à laquelle je m'arrêterai est celle qui est aujourd'hui en usage dans 
l'artillerie sur tous les polygones français, et qui est, en remplaçant g*' par g^, 
qui exprime maintenant l'accélération de la pesanteur en fonction de l'alti- 
tude H et de la latitude X du lieu : 



(70 



q.8o57o (i — 0,003588 cos 9 X) 

g°= ^ ^ ; 5H 



Dans cette formule, g.SoByo est la valeur àeg au niveau de la mer pour une 
latitude de Ub^. La formule montre qu'à altitude égale l'accélération de la 
pesanteur augmente avec la latitude, et qu'à latitude égale elle diminue à 
mesure que l'altitude augmente. 

La table suivante a été calculée au moyen de cette formule : 



VALEURS 
BB X. 



ko dpgrds. 

4t 

49 

43 

44 

45 

46 

A? 

48 

à9 

5o...... 



o HèTRB. 



m. 
9.80139 

9.80917 

9.8o3o5 
9.80398 
9.80681 
9.80570 
9.80659 
9.80747 
9.80835 
9.80993 
9.81011 



VALEURS DE g'POUR H = 



100 M^TBIS. 



900 MàTRBS. 



m. 
9.80109 


m. 
9.80090 


9 '80197 


9.80178 


9.80985 


9.80966 


9.80873 


9.80354 


9.80461 


9.80^49 


9.8o55o 


9.8o58i 


9.80689 


9.80690 


9.80797 


9.80708 


9.80815 


9.80796 


9.80903 


9.80884 


9.80991 


9.80979 



3 00 IliTBKS. 



m. 
9.80071 

9.80159 

9.80947 

9.80335 

9.80493 

9.805 19 

9.80601 

9.80689 

9.80777 

9.80865 

9 . 80953 



400 llàTRBS. 



m. 
9.80059 

9.8oi4o 

9.80998 

9.80816 

9.8o4o4 

9.80498 

9.80589 

9.80670 

9,80758 

9.8o846 

9.80934 



500 llkTRBS. 



m. 
9.80039 

9.80190 

9.80908 

9.80996 

9.8o384 
9.80678 
9.80569 
9.8o65o 
9.80788 
9.80896 
9.80816 
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Cette table permettra de calculer par interpolation toutes les valeurs de g 
pour les latitudes comprises entre ho^ et 5o^ et jusqu'à l'altitude 5oo mètres. 

La formule (70 his) pourra, d'ailleurs, toujours, pour des altitudes supé- 
rieures à celles de 5oo mètres, limite de la table, servir à calculer la valeur 
de g' que prendrait g pour l'altitude H lorsqu'on connaît sa valeur g pour la 
latitude du lieu et an niveau de la mer. En substituant dans la formule 
(70 his) les valeurs de g données par la seconde colonne de la table en 
regard de celles de X contenues dans la première colonne , on pourra immé* 
diatement calculer pour une latitude donnée la valeur de g' de l'accélération 
de la pesanteur qui correspondrait à une altitude quelconque. 

La valeur de g est, dans la pratique, regardée comme constante pour toute 
la France et il en est de même en Angleterre, et l'on admet pour tous les 
calculs de mécanique, dans les deux pays, le nombre 9.809, qui serait la 
valeur que prendrait g entre le 68* et le 69* degré de latitude et au niveau 
de la mer. C'est le nombre déterminé par les expériences faites à l'Observa- 
toire de Paris, dont la latitude est 68^50' 16'. 

Art. k. — Considérations sur le mouvement complet d'un système rigide 

ET inextensible DANS L'ESPACE. 

62. Pourquoi Pàn aborde cette question. — Dans toutes les applications faites 
dans l'article 3 des principes généraux exposés à l'article a , je n'ai consi- 
déré que le mouvement de translation et même le mouvement de transla- 
tion du centre de gravité, dans lequel je supposais la masse du corps concen- 
trée. Il n'a été question, en un mot, dans ces applications, que du système 
(k^ des équations de translation. Dans l'hydrodynamique, qui doit être l'objet 
principal de la partie théorique de mon travail, l'application des équations 
de rotation ne se présente pas en général, et j'aurais pu, dès lors, m'arrê- 
ter ici en ce qui concerne ce que j'avais à exposer de mécanique ; mais j'ai 
pensé qu'il convenait de compléter mon étude par quelques considérations sur 
le mouvement d'un système tel qu'il résulte de la coexistence des équa- 
tions (A 2) et (Bj) de translation et de rotation données au numéro 33. Le lec- 
teur aura ainsi à sa disposition un petit traité de mécanique suffisant pour 
le diriger dans la plupart des applications qu'il pourrait être appelé à faire 
de cette science. 

63. Quelques détails préliminaires relatifs au mouvement de roUûion, — Lors- 
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quun système invariable est en mouvement de translation, tous les points de 
ce système sont animés de vitesses égales et parallèles; lorsqu'il est animé 
d'un mouvement de rotation autour d'un axe fixe relié au système et autour 
duquel celui-ci tourne, les vitesses des divers points du système sont propor- 
tionnelles aux distances de ces points à l'axe de rotation et s'obtiennent en 
faisant les produits de ces distances par la vitesse angulaire commune à tous 
les points du système. Dans le mouvement de translation, la vitesse linéaire, 
au bout du temps ^ est la même pour tous les points du système; dans le mou- 
vement de rotation, elle varie proportionnellement aux distances de ces points 
à l'axe de rotation. Il est facile de démontrer par la simple géométrie que dans 
le mouvement de rotation, où tous les points du système décrivent des circon- 
férences dans des plans perpendiculaires à l'axe de rotation, l'angle formé 
par les rayons abaissés .de deux points quelconqties du système sur l'axe reste 
constant; de sorte que, si, dans les plans perpendiculaires à l'axe de rotation 
passant par les divers points du système, 6 représente l'angle du rayon vecteur 
avec un axe fixe situé dans le plan normal à l'axe de rotation passant par le 
point auquel appartient ce rayon, ^ sera la- vitesse angulaire, qui sera, à un 
instant donné, la même pour tous les points du système, mais qui variera avec 
le temps si le mouvement n'est pas uniforme. Connaissant la vitesse angu- 
laire a d'un système eti mouvement de rotation, on obtient immédiatement 
la vitesse linéaire V d'un quelconque de ces points en multipliant la vitesse 
angulaire par la distance r du point à l'axe de rotation ; de sorte que l'on a 

La vitesse angulaire n'est autre chose, comme en le voit, que la vitesse 
linéaire d'un point situé à une distance de l'axe de rotation égale à l'unité, 
définition que j'ai déjà donnée au numéro /i5 à propos du mouvement uni- 
fonne. 

En résumé , la vitesse linéaire dans le mouvement de translation et la vitesse an-- 
gulaire dans le mouvement, de rotation , tout en variant avec le temps y restent les 
mêmes, à un instant donné de chacun de ces mouvements^ four tous les points du 
système, quelle que soit la position relative de ces points. 

6à. Cenh^s et axes instantanés de rotation. — Examinons maintenant le mou- 
vement d'une figure plane dans son plan. Il suffit de considérer le mouve- 
ment de la ligne rigide qui joint deux points A et B de cette figure. 



/ 
/ 
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Supposons (fig. i5) que le plan dans lequel se meut la figure plane soit 
ie pian du papier. La ligne AB prendra , au bout d'un intervalle de temps très 

court , la position A'B', et les points A et B 

^•ff» *S' 1*111 

auront subi les déplacements élémen-- 

taires AÂ' et BB'. Si sur le milieu des 
lignes AA\ BB' on élève des perpendicu- 
laires, celles-ci iront se rencontrer en un 
point 0, qui est un centre instantané de 
/ y rotation. Ce point est tel que les dépla- 

/ ---^ céments A A', BB' s'obtiendraient en fai- 

/y-'' sant tourner autour de ce point la figure 

mobile dont la ligne AB fait partie, de 

sorte que le mouvement de translation 
des points A et B peut se remplacer par leur mouvement de rotation autour 
du point 0. 

Si Ton considère maintenant, au lieu de déplacements finis A A', BB', les 
déplacements successifs infiniment petits des points A et B sur leurs trajec- 
toires^ dont AA\ BB' deviennent des arcs infiniment petits, ce sont les nor- 
males à ces axes qui viennent se rencontrer en ; on conclura facilement, de 
ce qui vient d'être dit, que, dans le mouvement d'une figure plane dans son 
plan , les normales élevées sur les trajectoires des différents points de cette 
figure, à un instant donné du mouvement, vont toutes se rencontrer en un 
point, et c'est ce point qu'on appelle centre instantané de rotation. La figure 
tourne autour de ce point d'un angle très petit dans un intervalle de temps 
très petit, et les arcs décrits pendant cet instant par les divers points de la 
figure , sont proportionnels à leur distance au centre instantané. Le mouve- 
ment de rotation de la figure autour de ce point peut donc, pendant cet inter- 
valle de temps très petit, remplacer le mouvement de translation des divers 
points de la figure sur les arcs élémentaires de leurs trajectoires très petits. 
Si l'on considère d'ailleurs une suite de ces mouvements élémentaires, on aura 
une suite de centres instantanés, qui , joints entre eux, forment le polygone des 
centres instantanés; de sorte que le mouvement d'une figure plane dans son 
plan peut se définir par le déroulement d'un polygone invariablement lié à 
cette figure sur celui des centres instantanés. A la limite, et pour la conti- 
nuité du mouvement, ces polygones deviennent des courbes, de sorte qu'en 
définitive le mouvement d'une figure plane dans son plan n'est autre chose 
qu'un mouvement épicycloidal. Tout ce qui vient d'être dit pour le mouve- 
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ment d'une figure plane dans son plan s applique, d'ailleurs, à celui d'une 
figure sphérique sur la surface de la sphère , et ce mouvement est dès lors un 
mouvement épicycloidal sphérique. 

Si, au lieu du mouvement d'une figure plane dans un plan, on considère 
celui d'un corps solide qui se meut parallèlement à un plan fixe , il est facile 
de voir que des considérations analogues à celles qui précèdent conduisent à 
ce résultat, que le déplacement élémentaire des points de ce solide peut être 
remplacé par une rotation élémentaire autour d'un axe perpendiculaire au 
plan fixe parallèlement auquel a lieu le mouvement du solide. Cet axe prend 
le nom d^cuce instantané de rotation^ et sa position se détermine en cherchant 
le centre instantané de rotation de l'une quelconque des figures planes qui 
résulteraient de l'intersection du solide avec des plans parallèles au plan fixe. 
En abaissant de ce point ainsi déterminé une perpendiculaire sur le plan fixe , 
on a l'axe instantané de rotation. Enfin, si l'on considère le mouvement d'un 
corps solide autour d'un point fixe, il est évident d'abord que l'axe instantané 
de rotation passe par ce point , et si l'on coupe le corps par une sphère de 
rayon quelconque ayant le point fixe pour centre , la figure résultant de cette 
intersection tournera, sur la surface de la sphère, autour d'un axe instantané 
passant par le point fixe, et, comme cette figure fait, en même temps, partie 
du corps solide auquel elle est invariablement liée, il s'ensuit que ce corps 
lui-même tournera autour du même axe. Il est, d'ailleurs, facile de voir que le 
mouvement élémentaire d'une figure sphériqne sur la surface de la sphère ne 
peut avoir pour axe instantané qu'un diamètre de cette surface, et les points 
où ce diamètre rencontre la surface sont lespdfes instantanés. Il s'ensuit que, 

dans le cas qui nous occupe, l'axe 
*^' ^ ' instantané de rotation est la droite 

qui joint le point fixe et le pdle in- 
stantané. 

Considérons maintenant le mouve* 
nient du solide dans sa continuité. 
est (fig. 16) le point fixe, ABC la 
figure suivant laquelle est coupé le 
corps par une sphère S de rayon quel- 
conque. Le mouvement de cette fi- 
gure sur la surface de la sphère est, 
comme on Ta vu plus haut, un mou- 
vement épicycloïdal, et l'on reproduit ce mouvement en faisant rouler une cer- 
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taine ligne AKB, appartenant à la figure, sur une ligne MGKN, appartenant 
à la surface de la sphère. Or ce mouvement de la figure AGB, qui fait corps 
avec le solide, suffit pour fixer celui du solide lui-même, et Ton peut consi- 
dérer les lignes AKB , MGKN comme étant les directrices des deux surfaces 
coniques, ayant toutes deux le point pour sommet. Le roulement sur la 
sphère de la courbe AKB sur la courbe MGKN équivaut donc au roulement 
du cône OAB sur le cône fixe OMN; d'où résulte que le mouvement d'un 
solide autour d un point fixe est celui qu'on obtiendrait en faisant rouler une 
surface conique, appartenant au solide et ayant le point fixe pour sommet, sur 
une surface conique fixe dans l'espace et ayant ce même point pour sommet. 
Il suit de là que la position de l'axe instantané de rotation à un moment 
donné du mouvement est donné par celle de la génératrice OK de contact des 
deux cônes. 

Il est facile de voir, d'ailleurs, que le mouvement d'une figure plane dans 
son plan n'est qu'un cas particulier du mouvement d'un solide autour d'un 
point fixe. Il suffit pour cela de supposer que le rayon de la sphère devienne 
infini. La surface sphérique devient alors un plan, nos deux cônes deviennent 
des cylindres , et nos deux lignes de roulement les courbes des sections de 
ces cylindres par des plans perpendiculaires à leurp génératrices ; de sorte 
que le mou^rement continu d'un solide, parsdlèlement à un plan fixe, peut 
être considéré comme étant le résultat du roulement d'une surface cylin- 
drique faisant partie du corps solide sur une surface cylindrique fixe dans 
l'espace, les génératrices de ces deux surfaces étant perpendiculaires au plan 
fixe. 

Gonsidérons enfin le cas général du mouvement d'un corps solide libre 
dans l'espace, et d'abord occupons-nous du mouvement élémentaire. Soit A et 
B (fig. 17) les positions de deux points du solide à un instant donné ; A', B' 
leurs positions au bout d'un intervalle de temps très petit compté à partir de 

Fig. 17. cet instant; les déplacements élémentaires 

«j correspondants seront les droites AA' et BB', 

qui représenteront les vitesses des points A 
et B multipliées par le temps très petit qu'il 
aura fallu à ces points pour arriver en A' 
et B'. On peut, d'après ce que nous savons, 
appliquer aux déplacements élémentaires les 
principes de la composition et de la décomposition des vitesses, de sorte 
que le déplacement BB' peut se décomposer en deux autres, dont l'un BA^ , 



A' 

\ 



\ 
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# 

égal et parallèle à ÂA\ est un déplacement de translation; l'autre » B'A^, est un 
déplacement de rotation ; car le point B décrit le chemin kfi\ pendant que le 
point A arrivé en A' reste fixe. 

Ce qui vient d'être dit pour le point B s'appliquerait, d'ailleurs, à tout 
autre point du système; de sorte que le mouvement élémentaire du solide 
libre dans l'espace est ramené à un mouvement de translation et à un mou- 
vement de rotation autour d'un point fixe. Ce point est quelconque; car, au 
lieu de choisir le point B, comme nous l'avons fait, on aurait pu prendre tout 
autre point du solide; on reconnaîtrait, d'ailleurs, facilement que la rotation 
reste constante en grandeur et en direction , quelle que soit la position du point 
fixe. Enfin il existe une position de l'axe instantané de rotation pour laquelle 
la translation est parallèle à la direction de cet axe, qui prend alors le nom 
d'axe instantané de rotation et de glissement; de sorte que Ton est conduit à 
regarder le mouvement élémentaire du solide comme un mouvement héli- 
coïdal par rapport à cet axe unique. 

Si l'on passe maintenant au mouvement continu du solide, qui est une suite 
de mouvements élémentaires se faisant chacun autour de son axe instantané 
de rotation et de glissement, on est conduit à considérer deux surfaces réglées, 
l'une qui est le lieu des positions de l'axe instantané de rotation et de glisse- 
ment dans l'espace, l'autre celui des positions du même axe daqs le solide. 
Cette dernière surface, qui fait corps avec le solide, restera sur la première, 
considérée comme fixe dans l'espace ; de sorte que le mouvement du solide 
sera, en définitive, produit par le roulement d'une surface réglée sur une 
autre, en vertu duquel les génératrices rectilignes de la surface mobile vien- 
dront successivement s'appliquer sur celles de la surface fixe, en tournant 
autour de chacune d'elles, la surface mobile ayant d'ailleurs^ en même temps, 
un mouvement de translation le long de chaque génératrice commune aux 
deux surfaces. 



65. Mesure et cwnposition des rotations élémentaires. — Composition des vitesses 
angulaires. — La vitesse angulaire par rapport à l'axe de rotation et la posi- 
tion de cet axe définissent entièrement une rotation. On peut dès lors, sur 
la ligne droite suivant laquelle est dirigé cet axe , porter à partir d'un point 
déterminé, pris pour origine, une longueur représentant la vitesse angulaire, 
et la rotation sera ainsi représentée par une longueur déterminée prise sur 
son axe. C'est une convention analogue à celles que nous avons vues pour les 
couples et les moments des forces ; le signe de la rotation sera donné par 



Fig. 18. 
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celui de sion axe, le spectateur étant couché sur cet axe de manière que ses 
pieds soient dirigés vers Torigine et que, placé dans cette position, il voie le 
mouvement se faire de gauche à droite. 

Ox, Oy, Oz représentent (fig. 18) trois axes des coordonnées rectangulaires 
autour desquels se font trois rotations. L'observateur couché sur Taxe Ox, la 

tête vers x et les pieds vers 0, verra 
tourner de gauche à droite, si la ro- 
tation se fait de y vers z, tandis que, 
s'il est couché suivant a;'0, il verra 
tourner de gauche à droite, si la ro- 
tation se fait de z en y, c'est-à-dire 

en sens contraire de celle qui avait 

lieu tout à l'heure. Il s'ensuit que, si 
les axes positifs de rotation sont comp- 
tés suivant Oxy les axes négatifs de- 
vront l'être suivant Ox\ Il en serait 
V de même des rotations par rapport 

aux axes des y et des z, et l'on voit dès lors que, si la rotation est repré- 
sentée par son axe, cet axe étant défini comme ceux des couples et des mo- 
ments des forces, elle suit, dans ses signes, la loi générale des coordonnées 
par rapport à leur origine. 

Cette convention établie, on en déduirait facilement que les lois qui ré- 
gissent la composition et la décomposition des forces et de leurs moments 
exposées dans la statique, lois qui s'appliquent aussi, comme on l'a vu aux 
numéros 3o et 3i, à la composition et à la décomposition des vitesses et des 
déplacements élémentaires de translation, s'appliquent encore aux vitesses 
angulaires et aux déplacements élémentaires de rotation. C'est toujours le 
parallélogramme des forces qui en est la base, et ici Taxe de rotation résul- 
tant de deux axes de rotation qui se rencontrent serait la dias[onale du paral- 
lélogramme construit sur ces deux axes, le mot d'axe étant entendu comme 
nous l'avons défini tout à l'heure et comprenant à la fois la direction de l'axe 
de rotation et la vitesse angulaire par rapport à cet axe. 

On est donc en mesure maintenant de composer et décomposer les mouve- 
ments de rotation comme ceux de translation. 

L'analyse permet, du reste, d'arriver à ces règles sans passer par des dé- 
monstrations géométriques. Désignons par Sx^ Sy^ Sz les déplacements suivant 
les trois axes rectangulaires des x\ des y et des z d'un point du solide inva-* 
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riable que nous considérons, et par 5^, S^^ Syj/ les déplacements angulaires des 
mêmes axes, il est facile de voir qu'on aura les relations : 

(p) \Sy^zS(p--xSyp, 

Sz=yS(p—xSxj 

et, si l'on exprime que le déplacement est nul, on aura : 

zS(p — xSyp = o , 



d'où l'on déduit : 



x^^ y _ z 



Or les coordonnées qui satisfont à cette condition sont celles d'une ligne droite 
passant par l'origine, et les cosinus des angles que cette ligne ferait avec les 
axes des a?, des y et des z auraient pour expressions : 

S(p h Sj^ 

Tous les points placés sur cette ligne restant immobiles, puisqu'elle résulte 
de l'hypothèse &r = o, 5y=o, <îz==o, il s'ensuit qu'elle est l'axe instantané 
de rotation correspondant aux déplacements angulaires S(p, S^, Syp autour des 
trois axes des coordonnées. 

Prenons maintenant l'équation d'une surface sphérique ayant l'origine des 
coordonnées pour centre et passant par le point dont x^y.z sont les coor- 
données; cette équation sera 

2.2.2 2 

X +y +z =^r , 

r étant la distance de ce point à l'origine, centre de la sphère. Lare décrit 
en vertu des déplacements Sx^ Sy^ Sz a pour expression 

sJSx^+Sy+Sz, 
et, si on le considère à raison de son déplacement angulaire autour de l'axe 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉGANIQUE. 139 

instantané, il s'exprime aussi par ridj Sd étjint ce déplacement; de sorte qu on 

aura 

T 



d'où, substituant les valeurs de &r;, ^, ^2^ en fonction de ^, ^, <$)// données 
plus haut : 

d'où, en ayant égard à l'équation de la surface sphérique: 



se 



-sJdp'+Sx'+H'- ^'^'^^'y^^^" - 



Mais, si le point est dans un plan perpendiculaire à Taxe de rotation passant 
par Torigine, on a 

d'où Ton déduit 

de =v'(W+^?+^ 

équation qui démontre que le^ rotations se composent et se décomposent âbsolumefil 
comme les translations. 

66.. Mouvement de rotation iun corps solide autour dun axefioce. — Analysons 
maintenant le mouvement d'un solide ou système invariable autour d'un axe 
fixe. Nous pouvons prendre, pour cet axe, un des axes des coordonnées. Pre- 
nons, par exemple, l'axe des x. Les trois équations (B^^ du numéro 33 se 
réduisent à une seule, qui est la suivante : 



S»»(zg-yg) = 2:(Y^-Zy). 



Si a désigne la vitesse angulaire ou la vitesse de rotation des points situés à 
l'unité de distance de l'axe, et que r soil la distance d'un point quelconque du 
solide au même axe, on aura : 

du z 

dt r 

dz y 

dt r 

18. 
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et l'équation précédente devient, en ^ substituant ces valeurs différen liées par 
rapport à ^ 

dt 



2jSmr^ = 2(Yz-Zy); 



mais si P est la résultante des deux forces Y et Z et / la distance de sa direc* 
tion à Taxe de rotation, on aura 

2P/=S(Yz-Zy); 
d'où 

/ X da l?l 

\V dt'^IUiF^' 

La quantité ^mr a reçu, d'après Euier, le nom de moment d'inertie. Sa valeur 
varie avec la forme des corps et se détermine par le calcul intégral pour chaque 
figure particulière de corps. 

Si le mouvement était un niouvement de translation dans le plan des ^, z, 
V désignant dans ce cas la vitesse, on déduirait facilement des équations (k^\ 
du numéro 33, en y faisant X = o, a?=o, 

L'équation (q) du mouvement de rotation se déduirait donc de celle du 
mouvement de translation (q^)» en remplaçant, dans cette dernière, les forces 
par leurs moments par rapport à l'axe de rotation, les masses par leurs mo- 
ments d'inertie par rapport au même axe, et la vitesse de translation par la 
vitesse angulaire. 

On peut, d'ailleurs, si M désigne la masse totale 2)m du système, poser 



d'où 



MR' = Smr', 



d2 ^mr^ 



R est ce qu'on appelle le rayon degiration; l'emploi de son expression simplifie 
souvent les formules. 

Le mouvement de rotation donne naissance à des efforts sur l'axe fixe dont 
les composantes, suivant les axes des y et des z dont le plan est perpendicu- 
laire à cet axe, ont pour expressions : 



S(ï-mg) 
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et 



— m^ei -*» gs expriment les inerties, et les distances x', x" à l'origine des 
coordonnées des points d'application de ces composantes, distances comptées 
sur l'axe de rotation, ont pour valeurs : 









X = 



2(Z-«ê) 



Si l'on substitue, d'ailleurs, dans ces équations les valeurs de tJ» tt| en fonc- 
tion de la vitesse angulaire déduites de celles ^l^ ^' 57 déjà employées plus 
haut, elles deviennent : 



2( Yx — mxz^+mxyà^j 

(s) { 

2(Z — myjT + mza^j 



a? = 



Supposons que le système ne soit sollicité par aucune force, ou que les forces 
qui le sollicitent soient en équilibre, T^uation (q) devient, dans ce cas, 

da 

5F = «' 

ce qui indique que la vitesse angulaire est constante et qu'elle reste égale à 
sa valeur initiale ao. 

Les expressions (S) se réduisent, d'ailleurs, en vertu de cette relation et 
des relations 

SY = o, 
SZ«o. 
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qui conviennent ici au cas de l'équilibre des forces ou à celui des forces nulles, 
aux suivantes : 

En se rappelant que la force centrifuge a pour valeur — (n® 53) ou bien 
tna r, puisque Ton a ici V = ût, il est facile de voir que Sma y et ^ma z sont 
les composantes de la force centrifuge suivant les axes des y et des z, et ^ma^xy, 
2ma xz leurs moments par rapport à l'axe de rotation. 

Si Ton voulait que l'axe n'eût plus aucun effort à supporter, il faudrait que 
l'on eût : 

/ j ^my^o, 

( 2àmz ^ , 
et, de plus, 

( 2imxz=o, 

La première de ces deux conditions est satisfaite pour le centre de gravité, 
ainsi qu'on l'a vu au numéro âi bis, et il suffit dès lors que l'axe de rotation 
passe par le centre de gravité du corps. Les équations (V) de la seconde con- 
dition peuvent aussi être satisfaites par une direction spéciale de l'axe de 
rotation. 

Un axe passant par le centre de gravité et déterminé, d'ailleui*s, de manière 
à satisfaire aux équations (V), présente donc celte remarquable propriété que, 
le corps étant libre et les forces qui le sollicitent étant nulles ou en équilibre, 
ce corps conservera toujours, dans sa rotation autour de Taxe, une vitesse 
constante, sans que cet axe, qui ne supporte aucun effort, puisse subir aucun 
déplacement; il devient ainsi un axe permanent ou ncUurel de rotation. 

Lorsque l'axe fixe ne passe point par le centre de gravité, on n'a plus les 
équations (/); mais, si l'on avait, dans ce cas, 

(w) -V — ^=-v ' 

les valeurs de x' et x'^ deviendraient égales, et les efforts, étant ainsi appliqués 
au même point de Taxe, peuvent être composés en un seul effort résultant, qui 
serait détruit si l'on rendait ce point fixe. La condition (w) donne donc à l'Ae 
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la propriété de devenir un axe permanent en rendant fixe un seul de ses 
points. 

On démontre d'ailleurs que, par un point quelconque d'un solide en mou- 
vement de rotation, on peut toujours faire passer trois droites rectangulaires 
entre elles, telles qu'en les prenant pour axes des coordonnées, on ait les 
trois relations : 

21wwcy==o, 

(y') I Swkrz = o, 

• 

On en conclura qu'il existe toujours trois axes permanents de rotation per- 
pendiculaires entre eux et passant par le centre de gravité, et qu'en outre 
il existe, pour un point quelconque du système, trois axes également rectan- 
gulaires entre eux et qui deviendraient des axes permanents de rotation si ce 
point était rendu fixe. Euier a donné à ces lignes le nom d'axes principaux de 
rotoUoriy qui leur est resté. Ces axes jouissent encore d'une propriété caracté- 
ristique , c'est qu'en prenant les moments d'inertie par rapport à eux, ces mo- 
ments sont des maxima ou des minima. 

Je ne m'arrêterai pas plus longtemps sur ces axes , dont la détermination se 
fait par d'assez longs calculs, que l'on trouve dans tous les traités de mécanique 
et auxquels il n'y aurait pas grand intérêt à s'attarder ici. 

67. Mouvement d'un système imxtriabk libre dans P espace. — Pour analyser 
ce mouvement je désignerai par x^.'y^, z^ les coordonnées au bout du temps t 
du centre de gravité du système, comptées sur trois axes rectangulaires fixes, 
et par X, y, z les coordonnées au bout du temps t d'un point quelconque de 
masse m du système, rapportées à trois axes rectangulaires passant par le 
centre de gravité et parallèles aux trois axes fixes. Ces nouveaux axes sont 
mobiles avec le centre de gravité, mais restent constamment parallèles aux 
axes fixes. 

Cette convention d'axes mobiles, tout en conservant un système d'axes fixes, 
est la seule que l'on puisse faire pour suivre toutes les évolutions, d'un corps 
en mouvement; elle est commode et simple, et le choix du centre de gravité 
comme origine des axes mobiles est bien justifié. 

Les coordonnées d'un point du système de masse m comptées à partir de 
l'origine des trois axes fixes desa;^, y^, z^ seraient ainsi x^+œ, y^+y et 
z^ + z. Il faudra donc, dans les équations générales du mouvement (A^) et 



y 
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(Bj) du numéro 33, remplacer x, y, z par x^+a;, y^-hy, ?i+»» et elles 
deviendront : 

2h'-^^^(y.+y)-tn^^î^(., + z)] = S[Z(y,+y)-Y(z, + z.)], 

Nous avons déjà vu, au numéro 34, que le premier de ces deux systèmes 
d'équations se réduisait, en vertu des propriétés propres au centre de gravité, 
au système suivant, qui détermine entièrement le mouvement de ce point, 
M désignant la masse entière du système égale à la somme 2m des masses 
individuelles qui le composent : 

• 

Ces équations indiquent que le centre de gravité se meut comme si toute la masse 
du corps y était concentrée et que toutes les forces qui sollicitent le système y fussent 
directement appliquées. C'est l'énoncé du principe du mouvement du centre de 
gravité, qui a déjà été établi au numéro 34. 

En vertu des équations (K) et des trois relations qui appartiennent au 
centre de gravité lorsqu'on le prend pour origine, et qui sont : 

2i?w;==o, 
Htmy == , 
2mz = , 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DE MÉCANIQUE. 1Â5 

le second des systèmes d'équations posées pius haut devient : 

(K') j S».(^î-gx)-S(Xi-Zi), 

Le système (K) détermine le mouvement de translation du centre de gra- 
vité du corps, et le système (K') le mouvement de rotation autour de ce 
centre, et il est facile de voir, en se reportant aux développements donnés aux 
numéros 65 et 66, que, dans le mouvement du solide autour de son centre 
de gravité, le déplacement élémentaire qui a lieu dans chaque intervalle infi- 
niment petit dt du temps peut être regardé comme dû à la rotation du corps 
autour d'un axe instantané passant par son centre de gravité. Cet axe tourne 
lui-même autour du centre de gravité et prend , par rapport aux plans fixes 
des coordonnées, des inclinaisons diverses. 

Lorsque les forces X, Y, Z sont des fonctions de a;, j^, z, le mouvement du 
centre de gravité dépend nécessairement de celui des parties du système par 
rapport à ce centre; mais lorsque les forces sont constantes, ou seulement si 
leurs expressions sont indépendantes de x, y, :;, comme cela arrive pour les 
corps pesants, par exemple, le mouvement du centre de gravité sera entière- 
ment déterminé par le système d'équations (K), et, dans ce cas, le système (K') 
détermine les mouvements autour du centre de gravité d'une manière abso- 
lument indépendante de son mouvement de translation déterminé par les 
équations (K). 

Il est facile d'ailleurs de voir que le principe des forces vives s'applique au 
mouvement par rapport au centre de gravité. Il suffit pour cela de reprendre 
ici l'équation (N) du nuviéro 38 

(N) s(X-«»^^)^x + S(Y-«»^)%+S(Z-mJ^)5z = o; 

en y remplaçant j;, y, z par x^+x^ ^i+y» ^i+^J, et en se rappelant que les 
propriétés du centre de gravité entraînent les conditions 






]Swy = o, 
2/iiz»o; 
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d'où 1 on déduit : 


• 




Sm^^,-o, 




2m^t = o, 


aI- 




Ci 


^mSx = , 




^mSy = , 




^«tkJz «» , 



l'équation (N) deviendra : 

- s [X (^;c, + Sx) + Y (^yj + Sy) + Z (Sz^ + Szj] = o , 
ou bien 



+ 



^m{^Ss+^^Sy+gSz)-^XSx+YSy+ZSzyo. , 



Cette éqdation peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

+ i:m(^Sx+^Sy + ^Sz)-^(XSx-^YSy+ZSz) = o, 

qui, en vertu des équations (K) du mouvement de translation du centre de 
gravité se réduit à 

^m(^Sx+^Sy+pzy^{XSx+YSy+ZSz); 

si l'on fait remarquer, ce qui a, du reste, déjà été dit au numéro 38, que les 
conditions de liaison du système sont des fonctions de o;, ^, z, mais, en géné- 
ral, indépendantes du temps, on pourra, dans l'équation précédente, rem- 
placer Sx y Sy, Sz par les déplacements réels dx, dy, dz^ et cette équation de- 
viendra : 

^m(^ + ^ + ^y:^{Xdx + Ydy+Zdz), 
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de laquelle on déduira, en se rappelant que V = ^, 

"S^mvdV = ^Xdx+Ydy + Zdz); 
d'où, en intégrant, 

Sw — = 2 |(X(/a? + Yrfy + Zrfz) + const., 

équation qui reproduit identiquement Téquation (L) du numéro 38; seule- 
ment x^ y, z sont ici les coordonnées d'un point quelconque de masse m du 
système par rapport au centre de gravité de ce système, tandis que dans 
l'équation (L) x, y, z sont les coordonnées de ce point par rapport à un point 
fixe quelconque pris pour origine. 

Le principe des farces vives s'applique donc tout aussi bien au mauivernent d!un 
corps solide par rapport à son centre de gravité qu'à ce mouvement rapporté à un 
point fixe quelconque pris pour origine. 

Lorsque le mouvement de translation du centre de gravité n'est plus indé- 
pendant du mouvement général du corps, c'est-à-dire lorsque les forces X, Y, Z 
contiennent, dans leurs expressions analytiques, les coordonnées x^ y, z comp- 
tées à partir du centre de gravité, le principe des forces vives n'en demeure 
pas moins applicable, et c'est ce qui me reste à établir. 

Le système sera toujours animé d'une double vitesse, d'une vitesse de trans- 
lation égale à celle de son centre de gravité et d'une vitesse de rotation autour 
de ce centre de gravité. Soit U la vitesse de translation du centre de gravité 
à un instant donné; la vitesse de rotation aura pour expression ar^ a étant la 
vitesse angulaire et r la distance d'un point du système au centre de gravité. 
La force vive due à la vitesse de translation du centre de gravité aura pour 
expression SmU =Ml]^, M étant la masse totale d'un groupe de parties du 
système dont chacune a m pour masse individuelle, et la force vive due à la 
vitesse de rotation autour du centre de gravité aura pour expression : 



2 2 2 



m. a r =^a 2imr , 

expression qui, eu égard à la valeur du rayon de giration donnée au nu- 
méro 66, devient 

a ^mr =Ma R . 

aR est une vitesse linéaire, et si l'on pose aR»=l]p l'expression a 2mr de la 
force vive prend la forme MU^^ qu'elle a dans la formule générale du principe 
des forces vives. 

»9- 



148 INTRODUCTION. 

4 

Si l'angle des deux vitesses U et U^ spéciales à un point quelconque du 
système est e, leur résultante vaudra U + U^ + aUU^cose; de sorte que la 
force vive du système deviendra : 

2mV^^ = SmU^ + ^maV + SamaUr cos e - MU^ + MaV + S amaUr cos e 

=MUVMUJ +Saml]U^coss. 

Mais il est facile de démontrer que 2qUU^ cos s est nul. On a, en eiïet, 
ou bien, puisque 2mâ;»o et par conséquent 2m^»o, 



par suite , on aurait aussi : 



+ 2».(^+^'+g)-MUVMU.', 

de sorte quen définitive, l'équation des forces vives prend pour expression 
la plus générale celle qui est indiquée ci-après : 



(L^ 5MÏ!zlH^'=iiT -HT 

\ 3/ a m r' 



2T^ et ST^ désignant les sommes de tous les groupes de travaux dynamo- 
métriques moteurs et résistants exprimés en kilogrammètres. On voit que cette 
forme de l'équation des forces vives est, aux notations près, celle qu'on lui a 
trouvée au numéro 83 , et le principe des forces vives s'applique , dès lors y à toute 
espèce de mouvements y qu'ils soient de translation ou de rotation, ce qui lui donne- le 
caractère de généralité le plus complet. 

68. Cas où les forces qui sollicitent le corps en mouvement sont nulles ou en équi- 
libre ou que leur résultante passe par son centre de gravité. — Si les forces sont en 
équilibre, les seconds membres des équations (K) et (K') sont nuls en vertu 
des équations (A) et (B) du numéro is. Il en est de même lorsque les forces 
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X, Y, Z sont noUes, «t, dans un de ces cas comme dans Tautre, les équations 
(K) deviennent : 

équations qui indiquent que le centre de gravité se meut d'un mouvement 
uniforme et rectiligne. 

Quant aux équations (K'), elles deviennent : 



2»»(Sy"-5^^)=^' 






eu bien 



4'où, en intégrant^ 



^ d /dz dy \ 

S'd / dx dz \ 

Sd /dy dx \ 

S/dz dy \ A 



A, B, G étant des constantes. 

On remarquera maintenant que ^^9 ^^9 ^^ sont les composantes, sui- 
vant les trois, axes des coordonnées, des quantités de mouvement dont chaque 
point de masse m du corps est animé au bout du temps t. Toutes ces quan- 
tités de mouvement représentent des forces qui peuvent se composer d'après 
les règles de la statique , et Ton trouverait ainsi que les premiers membres des 
trois équations qui viennent d'être données représentent les moments des 
couples situés dans les plans des yz^ zx et xy. Les moments de ces couples 
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comervent donc des valeurs constontes, et il en est dès lors de même du couple 
résultant, dont le moment a pour valeur 



La direction de son axe reste constante aussi, puisque les cosinus des angles 
qu'elle fait avec les axes des x, y, z ont pour expressions : 

ABC 



V/A2 + B2 + C2' y/A2 + B2 + C2' y/A2 + Wi + C2 ' 

quantités qui sont constantes avec A, B, C. 

On remarquera, d'ailleurs, que le système des équations (K^) s'applique- 
rait encore au cas où la résultante des forces qui sollicitent le système passe- 
rait par son centre de gravité, comme cela arrive pour les corps pesants, 
puisque, dans ce cas, les seconds membres des équations (K') sont encore 
nuls. 

On voit, en résumé, que, si, dans le mouvement général des corps, l'axe 
instantané de rotation prend autour du centre de gravité des positions diverses, 
il n'en est pas de même de celui du couple résultant des quantités de mouve- 
ment, qui reste constamment parallèle à sa position initiale. 

Le système des équations (K^) conduit encore à quelques conséquences 
intéressantes qu'il est bon de faire connaître. Ces équations (KA peuvent se 
mettre sous la forme suivante : 

Sm [ydz — zdy) = kdt, 
2?/i {zdx — xdz) = B rf^ 

■ 

^m[xdy—ydœ)=^Gdl, 

Si l'on conçoit un rayon vecteur dirigé du centre de gravité sur un point de 
masse m , les quantités ydz — zdy , zdx — xdz et xdy — ydx représentent le double 
des aires infiniment petites décrites dans le temps dt par les projections de ce 
rayon vecteur sur les plans des yz, des zx et des xy. Les équations précédentes 
montrent que ces aires croissent proportionnellement au temps. 

Les aires A^ B^ G^ décrites au bout du temps t sur les trois plans coor- 
donnés sont proportionnelles aux moments des trois couples composants des 
quantités de mouvement déterminés par les équations (^3^)* La somme des 
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aires décrites dans le temps t sur le plan du couple résultant a , dès lors , pour 
expression : 

f\/A'+B'+G', 

et la somme des aires décrites sur un plan faisant un angle S avec le plan de 
ce couple a pour expression : 

fcos^V/Â^TÊV?, 

plus petite que la précédente. Il existe, dès lors, pour le centre de gravité, ou 
plus généralement pour chaque centre fixe, un plan à l'égard duquel la valeur 
de cette somme des aires est plus grande que pour tout autre plan passant 
par le même point, et ce plan du maximum des aires conserve une direction qui 
ne varie pas avec le temps. 

Ces propriétés constituent ce qu on appelle le principe des aires. 

' Je m'arrêterai ici dans les développements que j'avais à donner sur les prin- 
cipes généraux de la mécanique. Ces principes permettront de mettre en 
équation bon nombre de problèmes qui peuvent se présenter dans les appli- 
cations de cette science. 
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CHAPITRE PREMIER. 

HYDROSTATIQUE. 

69. Définitions, propriétés générales des fluides. — Les solides se définissent, 
comme nous Tavons vu dans ce qui précède, par Tinvariabilité de leur 
forme; les fluides ne tendent pas, comme eux, à conserver une forme déter- 
minée et invariable, et \e fluide parfait est celui qui ne résiste à aucun chan* 
gement de forme ou dont les molécules sont d'une mobilité absolue. Dans un 
pareil corps, la résistance au mouvement des molécules les unes par rapport 
aux autres est nulle. Il suit immédiatement de là que, dans un fluide par- 
fait en équilibre, il ne peut se développer aucune composante tangentieile 
d'actions moléculaires, et toutes ces actions, en un même point de la masse 
fluide et suivant une direction quelconque, sont normales; d'où résulte néces- 
sairement qu'elles ont même intensité dans toutes les directions ^^\ 

C'est cette propriété qui est la base de l'hydrostatique. Oa classe, d'ailleurs, 
les fluides en deux groupes : 

1** Les fluides incompressibles, qui, sous des pressions énormément diffé- 
rentes, gardent très sensiblement le même volume, ce qui comprend les 
liquides; 

a^ Les fluides dits élastiques, qui, au contraire, sous des pressions de plus 
en plus faibles, tendent à prendre un volume de plus en plus grand, sans 
changer d'état (du moins, jusqu'à des degrés de^raréfaction considérables). 
Les fluides élastiques eux-mêmes se subdivisent en vapeurs et en gaz, suivant 
qu'ils peuvent ou non passer à l'état liquide par des variations suffisantes de 
pression et de température. Ces subdivisions ne sont plus justifiées aujour- 

^^^ C'est ce qui a été démontre, du reste, à la fin du ntunéro ùh, chapitre i*' de l'introdoction. 
Traité d'hydraulique. — I. * ao 
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d'hui, puisque, d'après les belles expériences de MM. Cailletet et Pictet, 
le dernier des gaz qui avaient résisté, l'hydrogène, a été réduit à l'état 
liquide. La distinction absolue des fluides élastiques en vapeurs et en gaz ne 
se justifierait donc plus; mais elle n'en existe pas moins dans les limites 
usuelles de pression et de température ; car il ne faut pas oublier que , pour, 
liquéfier l'oxygène, il a fallu lAo® de froid et 820 atmosphères de pression. 
11 est évident que l'on n'aura jamais affaire à de pareilles données, et, dans 
les conditions ordinaires de notre monde extérieur, la distinction des fluides 
élastiques en vapeurs et en gaz peut toujours être conservée. Si, d'un autre 
côté, on considère que les liquides peuvent être arifenés à l'état solide par un 
abaissement suffisant de la température, on serait conduit à ne plus faire 
même de distinction entre les solides et les fluides, et l'un ou l'autre état d'un 
corps dépendrait d'une fonction de la température et de la pression. Nous ne 
connaissons rien encore de cette loi, si ce n'est qu'elle existe, puisque l'on 
parvient à réduire des gaz à l'état liquide et même à l'état solide; la fluidité 
ne serait donc plus qu'un- état spécial de tous les corps, et l'expression de gaz 
permanent n'aurait plus de sens aujourd'hui. Elle n'en restera pas moins 
pour définir des gaz dont l'état ne peut se modifier que dans des conditions 
exceptionnelles de température et de pression que l'on ne rencontre jamais 
dans la pratique. Il en serait de même des définitions des liquides et des 
solides : chacun de ces états ne serait qu'un état spécial d'un même corps et 
ne constituerait pas une classe spéciale de corps. L'intelligence de l'homme est 
si f&ible, malgré son orgueil, qu'il faut nécessairement qu'elle subdivise pour 
parvenir à s'expliquer, très imparfaitement le plus souvent, certains phéno- 
mènes dont il est témoin tous les jours, et qui font partie certainement d'un 
ensemble échappant à ses prises. IPfaut donc maintenir les définitions des 
solides et des fluides et même leurs définitions abstraites, si Ton ne veut 
s'occuper, comme nous devons le faire ici , que d'une théorie restreinte entre 
ces limites. 

La mobilité absolue étant admise pour définir l'état fluide, il en résuite, 
comme on l'a dit plus haut, que, en un même point d'une masse fluide en équir- 
libre, les composantes tangentjglUs des actions moléculaires sont nulles et que les conir 
posantes normales ont même intensité dans toutes les directions. C'est ce que con- 
firme, d'ailleurs, l'expérience. Si dans un vase prismatique renfermant un 
liquide, on soumet ce liquide à une pression au moyen d'un piston, toutes les 
parties du vase éprouvent la même pression proportionnellement à leurs sur- 
faces, et cette proportionnalité de la pression aux surfaces entraîne nécessai- 
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rement, pour un point quelconque de ia masse fluide, la condition d'une 
intensité de pression constante dans toutes les directions de cette masse. C'est 
Pascal qui a, le premier, énoncé ce principe, et il Ta fait dans ce langage si 
original qui lui est propre. «rSi, dit-il dans son Traité de réquilibre des liqueurs, 
un vaisseau plein d eau , clos de toutes parts , a deux ouvertures, dont Tune soit 
le centuple de l'autre, en mettant à chacune un piston qui lui soit juste, un 
homme poussant le petit piston égalera la force de cent hommes qui pousse- 
raient celui qui est cent fois plus large et en surmontera quatre-vingt-dix- 
neuf. Quelque proportion qu'aient ces ouvertures et quelque direction qu'aient 
les pistons, si les forces qu'on met sur ces pistons sont comme les ouvertures, 
elles seront en équilibre, v 

Dans les fluides élastiques, comme dans les liquides, un pression exercée 
par une force en un point quelconque de leur surface se transmet dans 
toute la masse ; il en est de même de la pression due à la pesanteur. Mais ici 
se présente une pression nouvelle due à la force élastique. Cette pression 
qui s'exerce sur les parois du réservoir contenant le fluide et, par suite, sur 
le fluide lui-même , est toujours égale à la somme des deux pressions dont il 
vient d'être question, lorsque le fluide élastique est en équilibre ; car elle tend 
à écarter les molécules qui composent la masse, tandis que la résultante des 
deux autres pressions tend, au contraire, à les rapprocher. L'égalité de cette 
résultante et de la force élastique est donc la condition nécessaire et sufii- 
sante de l'équilibre du fluide. 

70. Équations de réquilibre. — Les équations (G), données au numéro 34, 
chapitre i^ de l'introduction, qui s'appliquent à l'équilibre d'un milieu élas- 
tique indéfini, se simplifient beaucoup si l'on adopte la mobilité' absolue comme 
définition des fluides. Cette définition étant admise, il faut, dans les équa* 
tions (G), annuler les composantes T, et elles deviennent : 

ÂF+pX = o, 
^N'+pY = o, 



dz 



-hpZ — o. 



Si l'on désigne maintenant par p l'intensité de la pression ou la pression 
sur l'unité de surfsucé, au point [x^ y^ z) de la masse indéfinie de fluide que 
nous considérons, les composantes normales Np N.^, N3, qui sont égales entre 



ao. 
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elles et qui sont de signe contraire h p. seront sensiblement égales k —p; on 
aura donc 

et les équations précédentes deviennent : 

(E) i ^-Pï. 

"Ces équations , dans lesquelles il est essentiel de se rappeler que p représente 
rintensité de la pression ou la pression sur l'unité de surface au point [x^ y^z) 
delà masse fluide, et X, Y, Z les composantes suivant les trois axes des coor- 
données, rapportées à Tunité de masse de la force qui agit sur la molécule 
placée au point {x, y, z), p la densité de masse ou la masse de Tunité de 
volume du fluide, ces équations, dis-je, sont celles que l'on trouve dans tous 
les traités de mécanique ; elles y sont établies directement, tandis qu'ici nous 
les déduisons, comme cas particulier, des équations générales relatives à tout 
milieu élastique. 

Les équations (E) s'appliquent à tout fluide parfait dans lequel il ne peut 
se développer d'actions tangentielles. En pratique^ elles s'appli|[uent encore 
lorsque ces actions tangentielles, sans être absolument nulles, sont assez petites 
pour n'exercer qu'une influence négligeable à une première approximation. 

Parmi tous les liquides connus, il n'en existe pas un seul qui soit un fluide 
parfait et tous ont une certaine tendance à résister aux déformations qui con- 
stituent ce qu'on appelle la viscosité, et, cependant, un certain nombre des 
formules usuelles de l'hydraulique sont basées sur la fluidité parfaite. C'est 
une approximation à laquelle la pratique s'est arrêtée, pour les catégories de 
faits qui la comportent, parce qu'elle simplifie considérablement les formules 
et qu'en aff'ectant celles-ci de coefficients déterminés par l'expérience, on 
arrive à leur faire représenter assez exactement les faits, ce qui est suflisant 
pour ceux qui appliquent la science sans se préoccuper de sa philosophie. Il 
faut reconnaître, toutefois, que celle-ci doit, en continuant à progresser et à 
rechercher des approximations plus grandes que cette première approximation 
de la fluidité parfaite, rendre de très grands services à la pratique par l'éluci- 
dation des lois que cette définition a pour effet de dénaturer, quoique, dans 
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certains cas, elle suffise pour reproduire à très peu près les résultats de l'ex- 
périence. C'est ce qu'on reconnaîtra surtout dans l'hydrodynamique, dont nous 
aurons à nous occuper plus loin, car la succession plus ou moins rapide des 
nombreux états moléculaires par lesquels passe tout fluide en mouvement influe 
considérablement sur les composantes tangentielles des pressions, compo- 
santes qu'elle rend sensibles, d'inappréciables qu'elles seraient à l'état de repos, 
et elle a ainsi pour eflet de modifier les résultats d'une manière plus accen- 
tuée que cela n'arrive pour le cas de l'équilibre. 

7 1 . Expressions àe la pression hydrostatique. — Si l'on multiplie respective- 
ment par da?, rfy, dz, les trois équations (E), qu'on les ajouté membre à 
membre et que l'on désigne par dp la différentielle totale en (a;, y, z) ayant 
pour expression : 

il viendra 

(F) dp=^p{Xdx + Ydy + Zdz). 

Cette équation renferme toute l'hydrostatique, et il convient de nous y arrêter 
pour en déduire les principales conséquences qu elle comporte. 

On voit d'abord qu'il faut, pour que l'équilibre qu'exprime l'équation (F) 
ait efl'ectivement lieu , que son second membre soit une différentielle exacte , 
de sorte que, si l'on désigne par F [x, y, z) son intégrale, on aura 

jp = F(a:, y, z) + c, 

c étant une constante arbitraire, qui se déterminera par une valeur j?o connue 
de l'intensité de la pression pour un point (a?o9 yo? ^o) de la masse fluide. 11 
suit de là que, connaissant la pression en un point déterminé (xo, yo, Zo) de 
la masse, on pourra en déduire immédiatement la pression en un point quel- 
conque [x^ y, z) de cette masse, et dans toutes les directions autour de ce 
point. 

72. Surfaces de niveau. — Si l'on pose 

(G) p{Xdx + Ydy + Zdz)^o, 

l'équation (F) devient 

dp=o; 
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c'est-à-dire que Imtensité de la pression est constante sur toutes les surfaces 
dont (G) est Téquation différentielle. Cette équation donne ce qu'on appelle 
les surfaces de niveau. 

Si Ton divise Téquation (G) par la densité p, qui n'est jamais nulle, elle 
devient 
(H) • Xdx^Ydy+Zdz=^o. 

Si ] on désigne par F la force dont X, Y, Z sont les composantes rectangu* 
laires, et par ds un élément linéaire quelconque compté sur la surface, au 
point d'application de la force, les cosinus des angles que ces composantes 
font avec l'élément ds ont pour expressions 57» 3;' ^5 ï^ cosinus de l'angle 
de l'élément ds avec la direction de la force aura pour expression la suivante 
(et cette expression résulte immédiatement de ce principe de statique, démon- 
tré au chapitre f de l'introduction, que la projection de la résultante sur une 
droite quelconque est égale à la somme des projections des composantes sur 
la même droite) : 

cos{¥ ds)^ Fd? ■ 

Ce cosinus étant nul en vertu de l'équation (H), il s'ensuit que la force F 
est normale à la surface que cette équation représente. 

Réciproquement, si la force est constamment normale à la surface, celle-ci 
est une surface de niveau. On a, en effet, dans ce cas . 

cos(FA) = o; 

d'où, par l'expression précédente, 

\dx+Y dy + Zdz=^o; 



d'où, en vertu de l'équation (F), 



rfjp = o, 



condition qui caractérise ce genre de surfaces. 

Lorsque les forces extérieures X, Y, Z admettent un potentiel, c*est-à- 
dire sont les dérivées d'une fonction O de a;, y, z, comme cela arrive par 
exemple pour la pesanteur, l'équation (F) peut s'écrire 

dp^pd^ 
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ou 

dp 

Or les surfaces de niveau, = constante, étant aussi des surfaces d'égale 
pression, p = constante, les accroissements dp et d<b qu'éprouvent p et O au 
passage d'une surface de niveau à la suivante sont constants, quel que soit le 
point [xy tfy z) oii l'on se trouve sur la première surface. Donc la densité p, 
égale à ^9 est elle-même constante sur toute l'étendue de chaque surface de 
niveau. Il suit de là , en particulier, que la surface libre d'un liquide ne pourra 
jamais être coupée par une surface de niveau, puisque celle-ci devrait alors 
avoir une partie dans l'intérieur du fluide, et où la densité serait beaucoup 
plus forte que dans l'autre partie , extérieure, où la surface de niveau se trou- 
verait dans l'air ou dans le vide. La surface libre coïncidera donc toujotim avec 
une surface de niveau. 

• 

73. Autres conséquences à tirer de V équation hydrostatique. — L'équation (F) 
du numéro 71 conduit, en indiquant l'intégration , à la suivante : 



p = I p (X ir + Y rfy + Z rfz) -f const. 



Cette expression montre que, si l'on part d'un point [xq, yo^ Zo) de la surface 
libre pour laquelle la pression est nulle, en faisant abstraction de la pression 
atmosphérique supposée constante, pour arriver à un point quelconque 
(x, y, z) de la masse fluide, la valeur de l'intégrale reste la même, quelle que 
soit la voie cinématique suivie entre ces deux points; d'où résulte que la fonc- 
tion p{Xdx + Y dy + Zdz) ne peut être qu'une différentielle complète d'une 
fonction de or, y, 2;, ce qui, ainsi qu'on le démontre dans le calcul différen- 
tiel, entraîne les équations de condition : 

d{p\)d{pY)^ 
dy àx 

d(p\)^d(pt)^ 
dz dx 

d{f>Y) _^d{pZ) 
dz dy 

Les forces (X, Y, Z) devront donc, lorsque la valeur de p ne sera pas con- 
stante, satisfaire à ces conditions dans toute l'étendue de la masse fluide pour 
qu'il y ait équilibre. 



160 TRAITÉ D'HYPRAULIQUE. 

Lorsque la densité est constante, ces conditions se réduisent aux suivantes : 

dX^dY 
dy dx^ 

/TV / d\ dZ 

V / \ dz do? ' 

d\ dZ 
dz dy 

Il faut faire remarquer ici que la pesanteur, au moins à la surface de la 
terre et dans le voisinage, satisfait à ces conditions, attendu quelles seront 
remplies chaque fois que les forces peuvent être censées émaner de centres 
fixes, et sont fonctions des distances des molécules à ces centres. Y[x, y, z) 
étant alors l'expression de l'intégrale de la fonction p(\dx+\ dy + Zdz), on 
aura, comme on la d^jà vu au numéro 71 : 

p = F (x , y , z) + const. ; 

et la constante ne peut se déterminer qu'à condition de connaître la pression 
sur un point déterminé; de sorte que, si po est l'intensité connue de la pres- 
sion au point [x^, y^, Zo), on aura 

Cette même formule donnerait aussi la pression exercée contre la paroi d'un 
vase dans lequel le fluide serait renfermé et dont la résistance détruirait cette 
pression. 

74. Cas (Tun polentieL — Lorsque la fonction des forces Xdx + Y dy + Zdz 
est la différentielle complète d'une fonction <^ de a?, y, z,ou, en d autres 
termes, qu'il y a un potentiely on aura 

d^==Xdx+Y dy + Zdz; 

d'où, par l'équation F du numéro 71 , 

(F) dp^pd<b\ 

d'où, en intégrant ,^ 

(K) p «= fp rfO + consL 

H est nécessaire, pour que l'équilibre subsiste, que pd^ soitmne différentielle 
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exacte d'une certaine fonction de x, y, z, ainsi qu'on Ta fait remarquer déjà 
au numéro 71, ce qui ne peut arriver que si p est fonction de O. D'où 
résulte, par l'équation (K), quej9 sera fonction de p et que la pression et la 
densité varieront ou seront constantes ensemble , quand on passera d'un point 
à un autre du fluide. 11 suit de là que la densité devra être constante en 
même temps que la pression sur toutes les surfaces de niveau ; d'où résulte 
que, si toutes les parties de la masse fluide n'ont pas la même densité, elles 
doivent, en se mettant en équilibre sous l'action des forces sollicitant la masse, 
se disposer de manière que les parties de densités difl'érentes forment des 
couches séparées par des surfaces de niveau. 

S'il s'agissait d'un fluide élastique homogène, dans lequel la densité fût 
proportionnelle à la pression, comme cela arrive pour les gaz parfaits, la loi 
suivant laquelle varierait la densité d'une couche à l'autre se déterminerait 
facilement. 11 suffirait, en effet, de poser 

K étant une constante; l'équation (F') deviendrait, dans ce cas, 

K^«rf0; 

p 

d'où, en intégrant, 

M étant une constante arbitraire, e la base des logarithmes népériens égale à 
2,718382. 

On déduirait facilement de ces relations la loi de la densité : 

M K 

Il faut bien remarquer, d'ailleurs, que la densité dans les fluides élastiques 
ne peut être proportionnelle à la pression que si la température reste con- 
stante, La densité est donc en général fonction de la pression et de la tempé-^ 
rature. Mais pour que l'équilibre soit effectivement possible, il faut que, dans 
l'équation (F'), le second membre soit une différentielle exacte, ce qui exige 
que p soit fonction de O. L'intégrale de cette équation donnerait la loi des 
pressions, d'où l'on conclurait celle des densités, p étant fonction de O. Mais 
p étant fonction de la température, comme on l'a dit tout à l'heure, il en sera 

Traité d^hydraulique. — I. 41 
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de même de p. La pression et la température varieront donc nécessairement 
ensemble ou seront constantes ensemble ;' d'où résulte que, dans tout fluide éîa$^ 
tique, r^uUibre ne peut avoir lieu que si la température esi constante sur tous les 
points de ses surfaces de nit>eau. 

Cette proposition s'applique d'ailleurs aux liquides, mime à ceux qui sont 
regardés comme incompressibles. Il est établi, en effet, que leur densité varie 
et avec la pression et avec la température, quoique dans des limites très re^ 
treintes par rapport à celles qui s'appliquent aux fluides élastiques. Chacun 
peut constater, en effet, les mouvements que prennent différentes parties d'une 
masse d'eau renfermée dans un vase par suite d'une inégale distribution de 
chaleur entre elles , et l'équilibre ne devient réellement stable que lorsque la 
température a pris une valeur moyenne, constante pour toute la masse. 

Il suit de là que, si, lorsqu'on n'étudie la mécanique qu'au point de vue 
abstrait du jeu des forces, on peut faire abstraction de la température, cela 
n'est plus possible lorsqu'on en vient à ses applications; et si l'on ne veut pas 
faire entrer dans les calculs cet élément, qui les compliquerait encore, il faut 
supposer que la température reste constante » ou du moins fonction de la pres- 
sion , pendant toute la durée des phénomènes que l'on a à analyser. Sans des 
restrictions analogues , il est bien peu de formules de la mécanique ration- 
nelle qui fussent applicables à la pratique. Pour simplifier^ et dans tout ce qui va 
suivre y on supposera constante la température du milieu. C'est un point qu'il ne 
faut pas perdre de vue. 

75. Application à un fluide pesant homogène et incompressible. — Si l'on veut 
appliquer les principes qui viennent d'être exposés à l'hydraulique, il faut 
s'occuper de l'eau , son principal objectif. L'eau est un fluide homogène et que 
l'on peut regarder comme incompressible *'l Sa densité varie* avec la tem- 
pérature, mais dans des limites assez étroites pour qu'on puisse la regarder 
comme constante. Ainsi le poids du mètre cube d'eau distillée, qui est de 
iooo kilogrammes à la température de 4° au-dessus de zéro, va en dimi- 
nuant d'abord très lentement jusqu'à io% où il est de 999S7â9 puis plus 
rapidement à mesure que la température augmente, et il n'est plus que de 
957 kilogrammes à la température de ioo% où l'eau entre en ébullition. Par 

^'^ Excepté dana la question des ondes sonore» propagées par ce liquide, cas où les condensations 
ou dilatations cubiques successives sont comparables aux contractions ou dilatations linéaires corréla- 
tives éprouvées dans divers sens; en sorte que Ton ne peut pas les n^liger en comparaison de cefle»- 
d , comme il serait permis de le faire dans tonte autre cat^rie de phénomènes. 
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un phénomène qui ne se présente que pour certains corps et seulement au 
moment où ils vont changer d'état physique, le poids d'un mètre cube va, 
d'ailleurs, à partir de la température de U^ au-dessus de zéro, en diminuant 
à mesure que la température baisse, et, à zéro, cest-^-dire à la température 
de la glace fondante, le poids du mètre cube n'est plus que de gSo kilo- 
grammes. On voit donc que l'eau prend un maximum de densité à la tempé- 
rature de &% à partir de laquelle sa densilé va en diminuant, que la tempé- 
rature augmente ou diminue. On peut, sans erreur sensible, supposer cette 
densité constante, et le poids du mètre cube égal à looo kilogrammes entre 
les limites de température que l'on rencontre dans nos régions, puisque entre 
li^ et 3o^ au-dessus de zéro ce poids ne varie que de looo kilogrammes à 
995^78, et que pour la température moyenne de lo** il est de 999^72. 

La densité de l'eau varie aussi légèrement avec la pression. Ainsi , dans une 
colonne d'eau de 100 mètres de hauteur, soit de^près de 10 atmosphères, 
le poids du mètre cube, étant de 1000 kilogrammes à la partie supérieure 
de la colonne, serait de 1000^,6/1 à la partie inférieure. L'eau se comprime- 
rait donc des 0,0000/16 de son volume sous la pression d'une atmosphère. 
Ce résultat montre que, dans les circonstances ordinaires, on peut, sans erreur 
appréciable, regarder l'eau comme incompressible. 

En résumé j dans les applications de la mécanique à l' hydraulique ^ on peut regar- 
der Peau comme un fluide hoihogène absolument incompressible pesant 1000 kilo^ 
grammes par mèire cube^ sans s'exposer à commettre terreurs dans Papplicatim des 
formules établies sur ces données. 

Considérons donc une masse d'eau soumise uniquement à l'action de la 
pesanteur, et comptons les z positifs de haut en bas dans le sens de cette 
force. Il fendra, dans l'équation (F) du numéro 71, faire 

X = o, 
Y = o, 

et elle deviendra 

dp^pgdz; 

ou, si Ton désigne par ir le poids de Tunité de volume, 

dp = 7tdz; 

d'où l'on déduit, par l'intégration, 

(h) p=/»o+7r(*-z,); 

ai . 
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Po étant la pression qui correspond à la valeur z© de z. Cette expression est 

celle de l'intensité de la pression hydrostatique sur un plan de niveau qui 

serait à la hauteur z—Zo au-dessous du plan du niveau supérieur. 

Si l'on supposait 2^0=0, ce qui reviendrait à prendre ce dernier plan pour 

plan des x, y, et que l'on supposât en même temps po=o, la formule (h) 

donnerait 

p = 7rz. 

Il résulte de cette relation que, dans les divers points de la masse fluide, rinten- 
site de la pression est proportionnelle aux profondeurs de ces points au-dessous de la 
surface libre ou surface supérieure de niveau, et elle est pour chacun de ces points 
représentée par un prisme ayant Vunité de surface pour hase et pour hauteur la pro- 
fondeur à laquelle le point se trouve au-dessous du niveau supérieur. L'équation 
(h) montre d'ailleurs que l'intensité po de la pression sur la surface libre se 
transmet intégralement à*tous les points de la masse fluide. 

L'équation (G) des surfaces de niveau du numéro 72 devient pour 

7tdz=o, 
d'où 

a 

a étant une constante arbitraire. Cette équation" donne une famille de plans 
parallèles au plan horizontal des xy; les surfaces de niveau sont donc des 
plans horizontaux. Ils sont normaux à la direction de la force, qui est ici la 
pesanteur, et, réciproquement, tout plan normal à cette direction est une sur- 
face de niyeau. 

Il est facile de s'assurer que ces déductions analytiques sont absolument 
d'accord avec les résultats de l'observation; ainsi, chacun peut constater que, 
si une masse d'eau est entrée dans un réservoir et qu'on ferme la prise d'eau , 
la surface libre de la masse liquide ne tarde pas à devenir horizontale. L'ex- 
périence montre encore que, si l'on met dans un vase un mélange dje liquides 
de densités diverses , ceux-ci ne tardent pas à se séparer les uns des autres et 
à se disposer suivant leurs densités, par couches séparées par des plans hori- 
zontaux très nettement accusés, et l'équilibre devient stable dès que ces plans 
se sont établis. 

L'analyse conduisant à celte propriété que sanctionne si complètement l'ex- 
périence, on est en droit d'en conclure que l'hypothèse de la mobilité absolue, 
qui a servi de base à cette analyse, peut parfaitement être admise lorsqu'il 
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s agit de l'équilibre des liquides, ou au moins qu'elle conduit *à une première 
approximation dont on doit absolument se contenter, puisqu'elle suffit à expli- 
quer les faits observés, sans rien modifier à leurs lois telles que l'expérience 
les établit. 

Il suit de là que l'hypothèse de la mobilité absolutî ou de l'absence de frot- 
tements intérieurs peut être admise sans hésitation dans l'hydrostatique, et 
l'équation (F) du numéro 71 doit bien, dès lors, être regardée comme étant 
la base de cette partie de la mécanique où le calcul donne des résultats en 
parfait accord avec l'expérience. 

76. Mesure des pressions. — L'équation (h) du numéro 76 peut se mettre 
sous la forme suivante : 



£-^»=z-., 



et, si l'on fait 



n TT 



Z — Zo = K, 

P PoL^y- 



-» - représentent des hauteurs, ainsi qu'il est facile de s'en rendre compte, 
ce qui est du reste nécessaire pour que l'équation précédente soit homogène ; 
K représente la différence de niveau de deux plans horizontaux situés aux 
profondeurs z et Zq au-dessous du plan horizontal des ay; p représente la pres- 
sion sur l'unité de surface exprimée en kilogrammes; it est le poids de l'unité 
de volume exprimé aussi en kilogrammes, et dès lore - est la hauteur d'une 
colonne d'eau dontp Serait le poids et qui aurait l'unité de surface pour base; 
l'équation qui précède conduit dès lors à l'énoncé du principe suivant : 

La différence des hauteurs représentatives des pressions sur deux sections horizon- 
tales (Fun fluide homogène et incompressible pesant en équilibre est égale à la diffé- 
rence de niveau de ces deux plans; d'où résulte immédiatement cette ai^tre pro- 
position que la différence des hauteurs représentatives des pressions sur deux points 
pris dans la masse fluide est égale à la différence des profondeurs de ces points au- 
dessous de la surface libre. « 

Les hauteurs ~ peuvent s'exprimer en atmosphères, si l'on remarque que 
la hauteur d'eau qui représente une atmosphère est de io°*,33. Si donc p^ 
représente l'intensité de la pression atmosphérique, on aura 

^=10,33; 
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si p l'eprésenté l'intensité d'une pression, h sa hauteur représentative, on 



aura 



« 

et, si Ton prend l'atmosphère pour unité, on aura 



*''&• «9- 



n 10,33 

77. Vases cœnmuntquants. — Si plusieurs vases communiquent entre eux 
par des tubes inférieurs, un liquide ne pourra se tenir en équilibre dans ce 
système que s'il s'élève au même niveau dans tous les vases. C'est ce prin- 
cipe qui a conduit à l'instrument connu sous le nom de niveau d'eau. 

Si le vase dans lequel le liquide se tient au niveau AB (6g. 19) sous une 

pression constante p^, comme le serait la pression atmo- 
sphérique, au moins pendant un certain intervalle de temps, 
est en* communication avec un tube BD, dans lequel on ait 
fait le vide, le liquide s'élèvera dans le tube à une hau- 
teur CB égale à ^ , qui pourrait dès lors servir de mesure 
à la pression p^. C'est sur ce principe qu'est fondé le baro- 
mètre. 

Si la hauteur BD du tube était plus petite que — » le 
fluide exercerait sur le sommet D du tube une pression exprimée par p^ — T^^ 
K désignant la hauteur BD. 
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78. Cas des liquides de densités différentes. — Lorsqu'on a un système com- 
posé de liquides pesants de densités différentes, on sait, d'après ce qui a déjà 
été dit, qu'ils se disposent par couches séparées entre elles par des plans 
horizontaux, le liquide le plus denôe occupant le fond du vase, et le moins 
dense sa partie supérieure. Dans un pareil système, la pression se calculerait, 
de couche en couche, en supposant toujours la densité de chacun des liquides 
constante. Ainsi a^ désignant la hauteur verticale ou l'épaisseur de la couche 

supérieure, a^ celle de la suivante 

. . . . ;ajj celle de la n'^S si K^ désigne, pour le point dont on veut calculer la 
pression, la profondeur au-dessous de la surfece de niveau qui sépare la «^ 
couche de la (n— 1)°**, p^ l'intensité de la pression en ce point, tt^ tt^. . . ir^ 
les poids de l'unité de volume des divers liquides, p^ la pression initiale 



PARTIE THÉORIQUE. 167 

sur la surface libre de la couche supérieure, il est facile de voir que Ton 
aura 

(i) 



/^n^/^o + ^l^+TT^fl. 



+ ^-?^ • 



n n 



Fig. ao. 




C'est cette équation qui servira à calculer la pression dans le système qui nous 

occupe. 

Supposons maintenant (fig. 20) qu'un système composé d'un vase ABEF, 

ouvert par le haut, communiquant par un tube FG avec un autre vase CDG, 

également ouvert par le haut, contienne deux 
hquides de densités différentes. Soit pq le plan 
horizontal qui séparera les deux liquides lors- 
qu'ils seront en équilibre, et appelons K^ la hau- 
j^ teur km de la surface libre AB dans le premier 
vase au-dessus du plan horizontal ;>9, ^ la hau- 

teur Cp au-dessus du même plan de la surface 

libre CD, dans le second vase,7r^ elit^ désignant 

les poids de l'unité de volume des deux liquides. Ces deux surfaces libres AB , 

CD étant soumises à I9 même pression atmosphérique, l'équilibre du système 

ne pourra subsister que si l'on a 

équation qui exprime que la pression sur la surface séparative pq des deux 
liquides est constante. Celte relation conduirait, puisque l'on a '^f'=Pig^ 
^^=^p^g^ à la suivante : 

d'où i*ésulte que les hauteurs au-dessus de leur surface séparaUve de niveau aux- 
quelles s'élèveront dans deux vases communiquants deux liquides de densités différentes 
sont en raison inverse de leurs densités. 

Ce principe est encore vérifié par l'expérience, et si l'on prend un tube 
recourbé et que l'on verse du mercure dans l'une de ses branches et de l'eau 
dans l'autre, on constate que, l'équilibre une fois établi, l'eau s'élève i3,6o 
fois plus haut que le mercure au-dessus du plan horizontal qui les sépare, 
c'est-à-dire exactement dans le rapport inverse de leurs densités, puisqu'on 
sait que le mercure pèse, à égalité de volume, i3,6o fois plus que l'eau. 

On remarquera, d'ailleurs, que le principe énoncé tout è l'heure est indé- 
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pendant des dimensions des vases comniuniquants, de sorte que Ton peut, par 
application de ce principe, faire équilibre à une masse considérable de fluide, 
contenue dans un réservoir de grandes dimensions, au moyen d'une masse 
relativement petite d'un autre fluide, contenue dans un vase de très petites 
dimensions par rapport à celles du réservoir avec lequel il serait en commu- 
nication; on conçoit de plus que l'on puisse remplacer, dans les deux vases, 
une partie du fluide par un piston sur lequel on exercerait une certaine pres- 
sion, ce qui conduit à Tidée de la presse hydrauliqw inventée par Pascal et 
explique, en même temps, les puissants efl'ets que l'on peut tirer de cette 
machine. 

Si le fluide contenu dans le grand réservoir était un fluide élastique, un 
gaz par exemple, et que le liquide contenu dans le vase communiquant avec 
le réservoir fût très dense, comme le mercure par exemple, les petites varia- 
tions de hauteur dans le tube ou vase communiquant indiqueraient les varia- 
tions de la pression dans le réservoir ; car la pression à la surface séparative 
des deux fluides, devant, dans l'état d'équilibre, demeurer constante, d'après 
ce qui a été établi plus haut, est nécessairement proportionnelle à la hauteur 
à laquelle le mercure s'élèvera au-dessus de la surface séparative de niveau 
des deux fluides. C'est sur ce principe qu'est fondé le manomètre, qu'on emploie 
dans les gazomètres et les machines à vapeur pour niesurer les pressions dont 
on peut à chaque instant disposer dans le service de ces appareils. 

79. Pressions des fluides pesants en équilibre sur des parois solides. — Centre 
de pression. — Considérons un fluide pesant qui, étant en équilibre, a pour 
surface libre un plan horizontal, et prenons ce plan pour plan des xy^ les z 
perpendiculaires à ce plan étant comptés de haut en bas, c'est-à-dire dans le 
sens de la pesanteur. Ce fluide s'appuie sur une surface donnée et nous vou- 
lons déterminer la pression qu'il exerce sur cette surface. 

Si l'on considère un élément plan taf de la surface situé à la distance z au- 
dessous du plan des xy, et dont la normale fasse avec les axes des x, y, z des 
angles dont les cosinus seraient /, m, n, la pression sur cet élément vaudra 
"Gf.itz^ et ses composantes suivant les trois axes vaudraient tsrn.Tn;, tsrw.Trz, 
Tsl.iïz. Mais taffi, tsrm, zsl sont les projections de l'élément rs sur les plans des 
yz, des xz et des xy\ d'où résulte que les composantes de la pression sur ïaire vi 
sont à cette pression comme les projections de faire sont à cette aire. La résultante 
partielle des composantes ^an . irz et ^tsm . ttz, suivant les x et les y, est donc égale 
en grandeur et en direction à ce qu'elle serait pour les projections de la sur- 
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face donnée sur les plans des yz et des xz^ et la résultante partielle des com- 
posantes vfLnZj suivant les 2;, n'est autre chose que le poids du fluide compris 
entre la surface donnée, le plan des ay et le cylindre vertical projetant sur ce 
même plan le contour de cette surface. Cette dernière résultante passe, d'ail- 
leurs, évidemment par le centre de gravité de la masse fluide comprise entre 
ces limites. 

La question se ramène, dès iors, à ^calculer les pressions sur une aire 
donnée dans un plan vertical et le poids d'une colonne de fluide dont le 
volume est déterminé. Ce dernier calcul n'offrant aucune difficulté, il ne reste 
à indiquer que celui des pressions sur l'aire située dans un plan vertical que 
nous prendrons pour le plan des œz. Si nous désignons par p l'intensité de la 
pression ou la pression suri'unité de surface, la pression sur l'élément dix (/z 
vaudra pdxde^y et la pression P^ sur la surface donnée sera P»^ 1 l pdxdz^ 
les intégrales étant prises entre les limites des valeurs de a? et 2; qui convien- 
nent à la surface donnée. La surface étant plane, toutes les pressions élémen- 
taires normales à cette surface auront des directions parallèles; il y aura donc 
un centre de forces parallèles, qu'on appelle centre de pression, et dont les coor- 
données x^, z^ dans le plan des xz auront, d'après ce qu'on a vu au numéro 
1 5 , les valeurs suivantes : 



X = 

2 



ffp dxdzx 

(C ) i Sfp''^^ ' 

2 ffp dx dz 

On a, d'ailleurs, I^o^j 1 pdxdz. 

Faisons abstraction de la pression atmosphérique sur la surface libre, ce 
qui est permis ici, puisque dans la pratique les pafois des vases sont aussi 
soumises extérieurement à cette pression. Or on ja vu au numéro 78 que l'in- 
tensité p^ de la pression sur la surface libre du fluide se transmettait intégra- 
lement sur tous les points de la masse. L'atmosphère donnera lieu, dès lors, 
sur toute la partie intérieure de la sur£sice en contact avec le fluide, à des 
actions qui seront détruites par des actions égales et contraires que cette 
même atmosphère exercera sur la partie extérieure de la surface. 

En négligeant la pression atmosphérique, on a, d'après ce qu'on a vu au 

numéro 76, 

p=^nz. 

Traite d'hydraulique. — I. u a 
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d'où, par les formules ^G^V du numére 77 6t avec cette valeur de p 

Jhxdxzdz 
2 ÇÇit dx zdz 

fC^\ / Jfndxz^dz 

2 fj'jr dxzdz 



".-//" 



dx z dz. 



Si la densité est constante, tt est aussi constant, et ces expressions devien-^ 
fient : 

ffx dxzdz 
^ jjàxzdz 

(C^) ] ^ Sjàxz^dz 

2 ÇÇdx z dz 

Pj^Trj { dxzdz. 

Les expressions des coordonnées x^^ z^ dy centre de gravité de la surface 
sont, dans le cas de la densité constante qui noiis occupe, données par les 
formules (C^\ du numéro 2 1 : 

ÇÇx dx dz 
^i^ jjdxdz ' 

JÇzdzdx 
^^^ ffdxdz' 

si Ton désigne par A Taire totale de la surface, la dernière Me ces expressions 
peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

fjzdzdx^ 
\^ A ' 

d'où l'on tire 

I I zdzdx=^kz^^ • 

et, si l'on substitue cette valeur del j zdzdx dans l'expression de P^, celle-ci 
devient 

La résultante totale des pressions sur une surface plane verticale est donc ^ak au 
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poids iun volume prismatique de liquide ayant Faire de la surfiw pour base ou pour 
section normale et pour hauteur la distance du centre de gravité de cette surface à la 
surface libre du liquide. Si la surface plane était inclinée, au. lieu d'être verti- 
cale, cette proposition n'en serait pas moins vraie. On pourrait, en effet, tou- 
jours choisir l'axe des x de manière qu'il coïncidât avec l'intersection du plan 
de la surface et du plan horizontal des xy^ et si l'on désigne par S l'angle de 
ces deux plans , l'expression de la résultante totale des pressions P^ devient 

n r Càx z dz 

D'un autre côté, l'ordonnées^ du centre de gravité aurait pour expre^sioA : 

ffd^ 2 dz ^ 

1 A 8in d . 

d'où l'on tirerait 

I I dxzdz-=^kz^miS\ 

m 

ce qui transforme l'expression de P^ donnée ci-dessus dans la suivante : 

Pj—irA;?;^, 

\ 

t 

expression identique avec celle qui a été trouvée plus haut pour le cas où la 
surfacQ donnée est dans un plan vertical. 

On voit d'après cela que la grandeur de la résultante totale des pressions sur une 
surface plane donnée est aboohment indépendante de Pinclinaisan de la surface. 

Si la surface plane était horizontale, elle resterait à une hauteur constante H 
au-dessous de la surface libre ou du plan des xy, auquel elle serait parallèle , 
et les expressions de x^^y^^ P^ deviennent : 

jTpi? dx dy 

2 Jfp dx dy 

(q) \ SJpdx y dy 

*2 ffpdx dy ' 



Mab on a ici 



f^-^ffpdxdy. 



p = wH; 



ai. 



172 TRAITÉ D'HYDRAULIQUE, 

d'où Ton déduit, A désignant toujours l'aire de la surface, 

P,=7rAH, 

ffxdxdf 
2 ffdxdy' 

y^ ffdxdy * 

• 

Ces valeurs de x^, y^ sont identiques avec celles qui sont, données par les 
expressions (G'^\ du numéro i5 déterminant les coordonnées du centre de 
gravité; car celles-ci deviennent, si p est constant, cas qui nous occupe ici : 

Jfxdxdy 

ffyàydx 

^i fjdxdy' 

Il suit de là que, lorsque la surface donnée est horizontale^ le centre dépression coïn- 
cide avec le centre de gravité de la surface, ce qui est, du reste, facile à établir 
a priori j puisque la résultante des pressions n'est autre chose, dans ce caSj que 
le poids de la colonne liquide ayant la surface donnée pour base et pour hau- 
teur la différence de niveau entre cette surface et la surface libre. 

80. Application à un exemple. — Appliquons ce qui vient d'être dit à un 
exemple et prenons le rectangle, qui est la surface qui se présente le plus sou- 
vent dans la pratique, notamment dans les calculs de résistance des portes 
d'écluses. 

Soient a et 6 les longueurs des côtés du rectangle vertical. Nous pren- 
drons son plan pour plan des zx et sa base a pour axe des x^ l'une des extré- 
mités de cette base étant prise pour origine, de sorte que la perpendiculaire 
à la base, en ce point , coïncide avec l'axe des z dirigé toujours de haut en 
bas^ comme on l'a admis dans le numéro précédent; les deux côtés du rec- 
tangle sont donc dirigés suivant les axes des x et des z. 

La forme rectangulaire est, comme je l'ai indiqué, celle des portes d'écluses. 
C'est aussi celle que l'on adopte pour les vannes, et, pour celles qui ont 
d'assez grandes charges d'eau, il est très important de connaître leur centre 
de pression, afin de leur donner la solidité nécessaire. 
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Les formules à appliquer ^ans le cas du rectangle qui nous occupe sont 
les formules (C j) : 

ÇÇx dxzdz 

ÇÇx dx 2* dz 
^a" jjdxtdz ' 

qui, en tenant compte de la forme de la surface et de ses limites, deviennent: 



X = 

2 



Ç xdxj zdz 
Ç* dxj zdz ^ 

Le centre de pression est donc situé sur la verticale élevée sur le milieu de 
la base supérieure du rectangle et aux | de la hauteur au-dessous de cette 
base, soit au 4 de la hauteur au-dessus de la base inférieure, et la résultante 
des pressions est bien égale au poids d'un volume d'eau ayant le rectangle 
pour base et dont la hauteur serait - ou la hauteur du centre de gravité de 
ce rectangle au-dessous de la surface libre ou du plan des xy. 

8 1 . Équilibre ^un solide dans un milieu fluide. — Considérons un corps 
solide immergé dans un fluide en équilibre et bornons-nous, d'ailleurs, au cas 
d'un fluide incompressible pesant comme Teau. 

Le liquide étant en équilibre, sa surface libre sera, comme on l'a vu au 
numéro 76, un plan horizontal ÂB (fig. 31). Supposons d'abord que le solide 
mprg soit entièrement immergé, les forces qui agissent sur lui sont, d'un côté, 
la pesanteur, et, de l'autre, les pressions que ce fluide exerce normalement à 
sa surface. La résultante des actions élémentaires de la pesanteur n'est autre 
chose que le poids total du solide immergé, et cette Force est dirigée suivant la 
verticale passant par le centre de gravité du corps. Quant aux pressions élé- 
mentaires du corps , il est facile de voir quç toutes leurs composantes horizon- 
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taies donnent une réeuitante nulle ; car, quel qi^e soit le pian vertica} que Ton 
choisisse pour y projeter la surface du corps, il y aura toujours deui pdftiea 
de cette surface qui se projetteront Tune sur l'autre et auxquelles correspon- 
dront des pressions dirigées en sens contraire, et qui seront, d'ailleurs, d'égale 
intensité pour toute tranche élémentaire horizontale j^g du solide, puisque la 
profondeur de toute cette tranche au-dessous du plan des xy est constante. 
La résultante de toutes les composantes horizontales des pressions élémen- 
taires est donc nécessairement nulle. Ceci démontré, il ne reste plus que la 
résultante des composantes élémentaires verticales, qui est elle-même verticale 
et qui agit de bas en haut. Il est évident, en effet, que deux éléments m et r 
de la surface qui se projettent l'un sur l'autre en A; (6g. 21) sur le plan des 
xy donnent lieu, en conservant les notations adoptées plus haut, à deux pres- 

Pig 3j sions de sens contraire valant, 

F l'une tafnTTXfcm et agissant de 

^ ^^,.r==r._- r,k^ ■ .^.^^È^^^'^ ~:^^~^ \$^ ^=^ ^ haut en bas, l'autre tafnirxfo' 

— fi ^^^= ^= — ^""^^ j ^v^J^ !^^^^ et agissant de bas en haut, ce 

^^P ^ ~ — ' ^^ donne une résultante par- 

^— p ||l^ g- : :::_ _: : tielle valant «n it (kr — km) ou 

^ " le poids du filet Quide ayant 

^^ pour hauteur, et capable 
de faire justement équilibre à ce poids. La résultante totale de toutes les ewn- 
posantes verticales de la pression a donc pour valeur le poids d'un volume 
de fluide égal à celui du soHde immergé, et elle fait équilibre à ce poids; 
c'est-à-dire passe par le centre de gravité du volume immergé. Les coaditions 
d'équilibre sont donc les suivantes : 

Il faut, quand le corps nest retenu dans le fluide par aucun lien ou par aucune 
force spéciale j que le poids de ce corps soil égal su poids du volume de fluide dont il 
tient la place, et que son centre de gravité et celui de ce vohme de fluide soient situés 
sur la même verticale. 

l^a première de ces deux conditions se traduit par l'équation : 

w étant le volume du solide et celui du fluide dont il occu|)e, la place, ir le 
poids spécifique du solide, n celui du fluide. On déduit de cette relation 
qu'un corps solide pesant *ne peut se tenir en équilibre dans un fluide incom- 
pressible pesant que si le corps et le fluide ont même poids spécifique ou 
même densité, puisque w===ft^» Tr'^p'g*, d'où p=/9'. 
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Si le poids du corps est moindre ou plus grand q^ue celui du fluide déplacé, 
le 'corps tendra à monter -ou à descendre en vertu d'une force égale à h diSé- 
rence des deux poids, les deui centres de gravité restant d'ailleurs toujours 
^tués sur h même verticale, qui est la direction de cette force, et le centre 
de gravité du corps demeurant au-dessous de celui du volume du fluide 
déplacé. 

Les conditions qui viennent d'être indiquées constituent le principe ^Archi- 
mède^ très feussement interprété lorsqu'on le fait consister dans une perte de 
poids du corps immergé; celui-ci ne perd absolument rien de son poids, mais 
il faut, pour qu'il y ait équilibre, que ce poids soit égal à celui du volume de 
fluide dont le corps tient la place. 

Si le corps émergeait en partie , comme l'indique sa position FOËD sur la 
figure 21, les composantes horizontales des pressions élémentaires sur la 
partie plongée OED du corps solide donnent, comme tout à l'heure, une 
résultante nulle, et les composantes verticales sont les mêmes que celles de la 
pesanteur sur le fluide dont la partie plongée du solide occupe la place. Il 
faut dès lors, pour qu'il y ait équilibre, que le poiék du corps mt égd au poids 
de la partie du fluide qu'il délace et que les centres de gravité du corps et du vohtme 
de fluide déplacé soient situés sur la même verticale. Si le corps et le fluide sont 
tous deux homogènes, le centre de gravité de la partie plongée du corps coïn- 
cide avec celui du volume du fluide déplacé. Si l'on désigne, d'ailleurs, par w 
le volume de la partie . plongée du corps, tr/ le volume de la partie qui 
émerge, p étant la densité du corps, p^ = p+S celle du fluide, il faut, d'après 
la première des deux conditions d'équilibre qui viennent d'être énoncées, 
qu'on ait 

pg{w + w')^{p + S)ffw, 
d'où l'on déduit 

pn/ ^ 9w. 

Il faut, pour satisfaire à cette relation, que le plan de flottaison partage le corps 
en deux parties, dont les volumes soient entre eux dans le rapport de la densité du 
corps à Vexcès de la densité du fluide sur celle du solide. Si cette condition est 
satisfaite et que les centres de gravité des deux parties du corps soient sur la 
même verticale, l'équilibre est assuré. 

L'équilibre d'un corps flottant étant établi, d'après ce qui vient d'être dit, 
il ne reste plus qu'à chercher les conditions de stabilité de cet équilibre. 

Considérons le corps flottant CDE (fig. ââ), AB étant toujours lé plan de 
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niveau de la surface libre du fluide. Soient G et K les centres de gravité du 
corps et du fluide déplacé, l'équilibre du corps flottant se réduit, en vertu 

de ce qui vient d'être dit, à celui de 
deux forces verlicsdes , Tune égale au 
poids du corps agissant au point 6 
de haut en bas, l'autre qui lui est 
égale et agissant au poinl K de bas 
en haut, les points G et K étant, 
d'ailleurs, situés sur la même ver- 
ticale ME. Si l'on modifie un peu 
la position du corps flottant de ma- 
nière à amener son centre de gravité en G', la verticale ME ou l'axe du 
corps prenant la position M'Ë', et si K' est la nouvelle position du centre 
de gravité du fluide déplacé, le corps flottant sera sollicité par deux forces 
verticales et de sens contraire, Tune qui est le poids du corps agissant en G' 
de haut en bas, l'autre égale au poids du fluide déplacé agissant en K' de 
bas en haut. Le résultat de l'action de ces deux forces parallèles sera de 
faire monter ou descendre verticalement le centre de gravité G' du corps sui- 
vant que le poids du volume de fluide déplacé sera plus grand ou plus petit 
que le poids du corps, et de faire tourner ce corps autour d'un axe passant 
par le point G' et perpendiculaire à la direction des forces et au plan vertical 
contenant les points G' et K'. Cet axe horizontal et la nouvelle position M'Ë' 
de l'axe du corps déterminent un plan auquel nous supposerons celui de la 
figure perpendiculaire; la trace de ce plan sur celui de la figure sera la ligne 
AfE'. Si par le point K' on mène une verticale qui rencontre en n ce plan, 
l'axe M'E' du corps tendra à revenir à sa position* primitive ME, si le point n 
est placé au-dessus du point G', tandis que , s'il était placé au-dessous, l'axe du 
corps tendrait à se relever de plus en plus vers la droite. Ainsi, par exemple, 
si le centre de gravité du corps était en G^ au lieu d'être, comme nous l'avons 
d'abord supposé , en G , et qu'il se fût déplacé en G^ , le point n se trouverait 
au-dessous du point Gj^, et dans cette position l'oscillation tendrait*à s'accen- 
tuer davantage. Le point n, qui joue un rôle important dans la construction des 
navires , a reçu le nom de métacentre. 

Lorsque le corps flottant sera dérangé de sa position d'équilibre par suite 
de l'action des forces extérieures, il tendra toujours à revenir à cette position 
si le métacentre est, dans toutes les positions que ces forces peuvent faire 
prendre au corps flottant, placé au-dessus de son centre de gravité. Le corps 
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flottant tendra, au contraire, sous Taction de la même force à s'éloigner de 
plus en plus de sa position d'équilibre, si le métacentre est situé au-dessous 
du centre de gravité. 

La condition de stabilité de l'équilibre d'un corps flottant est donc que le 
métacentre reste au-dessus du centre de gravité dans toutes les positions que pourra 
prendre le corps flottant. 

Il faut remarquer toutefois que le métacentre peut, suivant la position que 
prendrait accidentellement le corps flottant , être tantôt au-dessus tantôt au- 
dessous de son centre de gravité, et, pour déterminer complètement les con- 
ditions de stabilité, il faudrait analyser la nature des mouvements que pourrait 
prendre le corps flottant. Les calculs qu'il y aurait à faire pour cela devien- 
draient Asolument étrangers à mon sujet, et je dois me borner, dès lors, aux 
conditions générales que je viens d'analyser. 



Traité d^hydroulique. — I. 
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CHAPITRE IL 

HYDRODYNAMIQUE. 

82. Subdivisions adoptées. — On a vu au chapitre précédent que, dans 
l'hydrostatique, on pouvait, sans erreur, admettre l'hypothèse théorique de la 
mobilité absolue des fluides, les résultats des formules établies avec cette 
hypothèse ne différant pas de ceux que donne l'expérience. Dans l'hydrodyna- 
mique, il n'en est plus de même; mais il y a, cependant, encore des cas où les 
résultats des formules basées sur cette hypothèse abstraite concordi^nt assez 
avec l'expérience pour qu'en pratique on doive se servir de ces formules de 
préférence aux formules plus compliquées qui tiendraient compte des frotte- 
ments intérieurs des fluides, dans la limite où cette partie peu avancée de la 
science permettrait de déterminer leur influence sur le mouvement. Il me 
paraît, dès lors, rationnel de scinder l'hydrodynamique en deux parties, sui- 
vant^que l'on néglige les frottements ou que l'on cherche à en tenir compte. 

AtTiCLE 1^^ — Cas de la mobilité absolue ou des fluides parfaits dans 

LEQUEL IL EST FAIT ABSTRACTION DU FROTTEMENT. 

83. Equations du mouvement. — Pour passer des équations de l'équilibre 
à celles du mouvement, il suffit d'introduire dans les premières les inerties. 
Les composantes de l'inertie, suivant les trois axes rectangulaires des coordon- 
nées, ont, pour un point de masse m dont les coordonnées sont or, ^, z au bout 

du temps t, les valeurs — w^' '~'^Jt' "~^'^' ^'^' ^ étant les composantes 
delà vitesse de ce point; mais, dans les équations d'équilibre (E) du numéro 
70, les forces X, Y, Z sont rapportées à l'unité de masse; les composantes des 
inerties rapportées à la même unité sont u\ v\ w\ en posant w ==-^, ^'^Tt' 
w'=^9 et les équations (E) deviendront dès lors, en y remplaçant X, Y, Z 
par X — ii', Y —v\Z — w, 

g=p(X-tt'), 
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Si l'on rem£[rqae maintenant que ii, t;, tr sont des fonctions iex, y, z et de t, 
leurs différentielles complètes {du)j [dv), (dw) ont pour expressions : 

(rfw) = f rff + g<ia; + grfy+grfz. 

Mais, comme la molécule que Ton considère se meut sur une trajectoire pour 
laquelle on a : 

dx^udt, 

dy=vdty 

dz = wdt, 

m 

les expressions précédentes deviennent : 



(*)=(S+«g'+4°+"s)*. 
d'où l'on tirerait les expressions ^ , ^ , ^ de u\ v\ w\ qui seraient : 

f du . du . du . du 

« 

f dv . dv , dv , dv 
/ dw , dw. , dw , dw 

Ces valeurs, étant substituées dans les équations (EJ, transforment ces équa- 
tions dans les suivantes : 

dp /y ^ ^ ^ ^\ 

dbc '\ dt dx dy dz)^ 

ŒA ] dp /^ dv dv dv dv\ 

dp /j rfw dw dw dw\ 

dz P\ dt dx dy dz /' 
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G çst sous cette forme que l'on trouve présentées dans les' traités de mécanique 
les équations indéBnies du mouvement des fluides. 

A ce système d'équations diff'érentielles il faut joindre une autre équation, 
qu'on appelle l'équation de continuité, et qui exprime que l'accroissement de 
masse reste constamment égal à la différence de la masse entrée dans un élé- 
ment de volume et de la masse qui en est sortie dans le même temps. 

Si dx^ dy^ dz est l'élément de volume, la masse contenue dans ce volume 
élémentaire sera pdxdydz au bout du temps f, et la masse qui y sera contenue 

au bout du temps t + dt sera (p + Y^^j^^y^^- L'accroissement de masse 

dans le temps dt est donc j-^^-^^y^^' ^^ ^^ masse entrée par trois faces 

contiguës du volume élémentaire pendant le temps dt a pour expression : 

dy dz p udt'\-dxdzpvdt + dxdy p wdt^ 

et celle qui sort dans le même temps par les trois faces opposées du petit 
parallélipipède vaut : 

dy dz (pu + -^ dœj dt + dx dz (pv + -j- dyj dt + dydyfpw+ -^ dzjdt. 

La diff'érence entre la masse entrée et la masse sortie a, dès lors, pour expres- 
sion : 

et il suffit d'égaler à cette quantité l'accroissement de masse dont l'expression 
^dldxdydz a été donnée plus haut, ce qui conduit à l'équation : 

/j^\ dp djpu) djpv) d(pw) ^ 

^ ' dt"^ dx "^ dy '^ dz 

Les quatre équations (E^) et (R) devront être satisfaites, pour tous les points 
de l'espace occupé par le fluide, par les expressions de u^v,w\ p etp en fonc- 
tion de f, a;, y, z. Ce système de quatre équations ne permettrait pas, dès lors, 
de déterminer ces cinq quantités, à moins de se donner une relation entre deux 
d'entre elles ou une condition qui fît disparaître l'une des inconnues. S'U s'agit 
d'un fluide incompressible, comme l'eau par exemple, fût-il même hétérogène, 
oh a p = constante , en suivant une même molécule., ou 

dp^^dt-h-r-^dt + '^vdt + '^wdt^'O, 

'^ dt dx dy dz 
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soit 

dp dp dp dp 
dt dx dy dz 

alors l'équation (R), qui n'est autre que celle-ci : 
se réduit à 

/n\ du , dv , dw 

(S) 35+ai?+aï=^- 

Les équations (E^ et (S) constituent un système de quatre équations diffé- 
rentielles entre les quatre quantités u, v^ w, p, qui déterminent complète- 
ment le mouvement. 

S'il s'agissait d'un fluide élastique, par exemple d'un gaz permanent, les 
lois de Mariotte et de Gay-Lussac conduiraient à la relation suivante entre la 
pression et la densité : 

(T) p^Kp, 

* 

dans laquelle K est un coefficient qui reste constant autant que la température 
reste constante elle-même. 

L'équation (T), jointe aux équations fE^ et (R), donnerait cinq équations 
différentielles en u.VjW^p et p, qui serviraient à déterminer ces cinq quan- 
tités. 

Mais l'intégration de ces équations est impossible en général, et il faut se 
résigner à n'opérer que sur des cas particuliers dont les données spéciales 
rendeat l'intégration possible. Ce n'est qu'à ce prix que l'on peut arriver, 
quant à présent, à quelques résultats assez simples pour être transportés dans 
la pratique. 

On remarquera maintenant que, dans ce qui précède, nous avons regardé 
X, y,z comme des variables indépendantes; mais, si ces coordonnées représen- 
taient les distances aux plans coordonnés d'une molécule au bout du temps t, 
on aurait : 

dx^tult, 
dy=vdtj 
dz = wdt. 
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Les équations générales établies plus haut permettraient de déterminer u^v^tv 
en fonction de x^ y^z^t^ et l'on aurait ainsi trois équations de la forme 



u 



=/i(^^y'^»0' v«/2(a?,y,2;,^), w^f^{x,y,z,t). 



Si Top veut suivre une même molécule dans son mouvement, il faut, dans ces 
dernières équations , faire 



dx dy dw 

«=dt' «-i' «'=•3?' 



et elles deviennent : 



On a ainsi trois équations différentielles simultanées à intégrer. Si cette inté- 
gration est possible, on en déduit les valeurs de x, y, 2 en fonction de leurs 
valeurs initiales x^^yo^ ^o et de t. L'élimination de i entre ces trois équations 
donnerait d'ailleurs deux équations en a:, y, 2^, qui appartiendraient à la courbe 
décrite par la molécule dont les coordonnées étaient Xo^^ y©» ^o au moment 
oii Ton a commencé à compter le temps. Les équations de ces trajectoires 
ne différeraient, dès lors, d'une molécule à l'autre, que parles valeurs des 
constantes x^^ y^^ z^. 

84. Conditions relatives aux surfaces limites. — • Si le fluide, au lieu d'occu- 
per un espace indéfini, comme on l'a supposé pour les calculs du n&méro 
précédent, était limité par des surfaces en mouvement ou fixes, il faudrait que 
, les molécules contiguës à ces surfaces restassent pendant un temps infiniment 
petit dt, en leur mouvement, dans le plan tangent à la surface. . 

Si 

F=o 

est l'équation de la surface supposéç ïBobile , qui est, par conséquent, fonction 
de a;, y, z, ^ la condition qui vient d'être énomcée entraîne la suivante : 
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# 

quif en vertu des équations 

dx = udt^ 

dy^vdt^ 

dz = wdt, 
devient 

fl 
/ÏT\ ^ I - ^ . df , dP 

(U) ^+'*rfi+»'^+«'SF = °- 



Si la surface était fixe, on aurait 






et cette équation deviendrait 

i\T\ àF , (^ , àF 

Les équations (U) et (V) devraient, suivant les deux cas auxquels elles se 
rapportent, être satisfaites par les coordonnées appartenant à la surface du 
fluide en contact avec ces surfaces limites. II faudra, dès lors, que les équa- 
tions du système des trajectoires indiqué à la fin de l'article 83 soient telles, 
qu'en prenant, dans ces équations, pour les constantes a?o, yo» ^o^ les coordon- 
nées d'un point déterminé de la surface limite, à l'origine du mouvement, les 
équations particulières qui en résulteront s'accordent, suivant le cas de sur- 
faces limites en mouvement ou fixes, avec les équations (U) ou (V). 

85. Conditions relatives à la surface libre. — Si l'on a affaire à un fluide 
incompressible, l'équation de sa surface libre, qui appartient, comme on l'a vu 
au numéro 78, à la famille des surfaces de niveau, attendu que la pression 
atmosphérique est supposée constante, serait, puisque la pression reste con- 
stante sur toute l'étendue de cette espèce de surfaces, 

4 

p-j?o=0, 

et, outre une équation telle que (U), on aurait de plus dans ce cas, où les 
déplacements et déformations de la surface ne sont pas donnés a priori y la con- 
dition spéciale destinée justement à les déterminer : 

86. Expression de la pression. — Si l'on multiplie les équations (E) du 
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numéro 83 respectivement par dx^ dy^ dz^ et qu'on les ajoute, il >ient, en 
divisant d ailleurs par p , 

~\^dx + '^dy + ^dz] = Xdx + Ydy + Zdz'-(u dx+v dy + w dz\ 

Si Ton suppose maintenant que Ton suive une molécule dans son mouvement 
ou que l'on ait dx=udt, dy=vdt, dz = wdl^ et en observant, d'ailleurs, que 
l'on a 

l'équation précédente deviendra- 

'-(dp-—-£dtj==Xdx + Ydy + Zdz'-(uu+w+wwjdl. 

Mais u'rff, v'dty wdt sont justement les petits accroissements éprouvés par les 
composantes tt, v, tv de la vitesse de la molécule qu'on suit dans son mouve- 
ment en faisant croître à la fois tà^dieXx^y^ z de udt^ vdt, wdt, de sorte c[ue 

{uu+w' + ww') dt peut être remplacé par 

udu-]-vdv + wdw = dy "*"°^ W-rfV , 

et l'équation précédente <levient définitivement 

(V '-[dp-^^dt]=Xdx + Ydy + Zdz-'-d\\ 

Cette équation, en y joignant l'équation de continuité et les conditions con- 
cernant les surfaces limites du fluide, renferme toute l'hydrodynamique des 
fluides parfaits où l'on fait abstraction des frottements, de même que l'équa- 
tion (F) du numéro 71 contient toute l'hydrostatique. 

86 bis. Cas où il existe une fonction des vitesses. — Lorsque la fonction 
udx + vdy+wdz est une différentielle complète par rapport à a?, y, z d'une 
fonction de ces trois variables , elle reçoit le nom de/owc/ûm des vitesses^ que lui 
a donné Lagrange , et si ^ désigne cette fonction , on a la relation 

(Y) d<p = udx + vdy + wdz, 

qui est de même forme que la fonction potentielle d4>, dont nous nous sommes 
occupé au numéro 72 , et qui donnait 

d^=^\dx + Xdy+Zdz. 
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On voit que la fonction des vitesses se déduirait, en effet, de la fonction po- 
tentielle en remplaçant, dans celle-ci, les forces rapportées à Tunité de masse 
par les vitesses. 

Lagrange a démontré que, si au bout du temps Hl y a une fonction des 
vitesses, cette fonction subsistera encore au bout du temps t+dt^ et, par consé- 
quent, à un instant quelconque du mouvement; d'où résulte que, si udx+vdy 
+wdz est une différentielle exacte à l'état initial du mouvement, ce qu'il est 
toujours facile de vérifier alors, il en sera de même à un instant quelconque 
du mouvement, et cette condition sera toujours remplie lorsque les vitesses 
initiales des molécules seront nulles. Il faut, toutefois, pour qu'il en soit ainsi, 
que les forces extérieures X, Y, Z admettent un potentiel, cesl-à-dire que 
l'on ait 

Xdx + Ydy + Zdz = d<t>, 

relation déjà expliquée au numéro 79. 

La relation (Y) entraîne en effet les trois conditions suivantes : 

d(p • 

(Z) I«-f. 

d^ 

dz 

En ajoutant les équations Œ^ du numéro 83, après les avoir multipliées res- 
pectivement par dx, dy^ dz^ et désignant par dp la différentielle complète en 
x,y,z ou abstraction faite de t, 

on obtient l'équation 

(r)rfy-p(xi.+ïiy+z^.)-p.rff-pJ4(g)'+(f)'+(f)']. 

Or il est facile de vérifier sur cette équation , à laquelle conduit l'existence 
d'une fonction des vitesses, que celle-ci entraine, comme on l'a dit «npeu plus 
haut, celle d'un potentiel; car l'équation (F') résolue par rapport à \dx + Xdy 
+ Zdz donne 

Xrfa: + Yrfy + Zrfz-| + rf.f + rf(îî^±^); 

Traite d^bydraulique. — I. aâ 
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et ce second membre n'est autre chose que la différentielle exacte de 



rdp , d<p , 1 / i , i , 2\ 



Reprenons ici Téquation (F) do numéro 7 1 : 
(F) dp^p{Xdx + Ydy+Zdz). 

En comparant les deux expressions (F) et (F), on voit que le premier terme 
du second membre de Téquation (F') n'est autre chose que le second membre 
de l'équation (F)) qui donne la différentielle de la pression hydrostatique; 
de sorte que la pression hydrodynamique est ^ale à la pression hydrostaUqm dimi^ 
nuée d^une certaine quantité due à la vitesse ^ et sur une même molécule la pression 
est moindre si le fluide est en mouvement quelle ne le serait s'il était en repos. 

L'équation (F^), si on l'applique au mouvement d'une molécule sur sa tra- 
jectoire, peut se transformer encore et prendre une expression très simple. On 
a d'abord, si V est la vitesse de la molécule, 

• 
\ds=wb;-\-vdy+wdz, 

ou 

d)p=\ds; 

d'où 

on a aussi 

xj2 2,2,2 
V =U +V +W , 

OU, en vertu des équations (Z), 

v'=(f7+(l)v(fy- 

En vertu de ces relations, l'équation (F') devient 

^r) dp==p[Xd±+Ydy + Zdz)^p§ds-^pldt, 

équation qui se déduirait aussi de féquâtîort générale (F^ donnée au nu- 
méro 86. Il faut pour cela convenir de ne prendre les différentielles dîtes 
complètes qu'eh x, y^z et tlôn en ^ ce qui remplacerait dp^-Â par dp et 
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rfV^ ou VrfV par V^rfV + ^rfA; cela transforme immédiatement l'équation 
(Fj) du numéro 86 dans la suivante : 

ou 

équation identique avec l'équation (P) , puisque 

Dans l'équation (P), les différentielles sont toutes prises par rapport à s sans 
faire varier f, et la dérivée ^ est prise sur place, c'est-à-dire sans faire varier s. 
Enfin, comme on a, dans le <:as qui nous occupe ici, Xdx+Ydy+Zdz-=-d^, 
l'équation (F'') devient 

(F") |=rfO-grf.-lrf(V^); 

ce qui est la forme la plus simple à laquelle on puisse la ramener. Elle déter- 
mine le mouvement d'une molécule sur sa trajectoire, le long de laquelle sont 
comptés les s. 

Aux équations (F'), (F*), (F*), suivant qu'on se servira de l'une ou de 
l'autre de ces équations, il faudra, d'ailleurs, toujours joindre, ne l'oublions 
pas, l'équation de continuité, qui sera l'équatioii (R) du numéro 83, dans le 
cas d'un fluide élastique, et l'équation (S), dans celui d'un fluide incompres- 
sible. A ces équations il faudra joindre encore, lorsque l'on aura affaire, non 
plus à un fluide de masse indéfinie, mais à un fluide contenu entre des parois , 
les équations relatives aux surfaces limites données aux numéros 86 et 85, 
l'équation (U) s'appliquant au cas où les surfaces limites sont en mouvement, 
l'équation (V) à celui où elles sont fixes, et l'équation (X) s'appliquant, 
outre une équation telle que (U), à la surface libre du fluide. 

87. Filets Jkides. — Hypothèie du paraUélwne des iraiwhes. — Les équations 
(F'), (F''), (F''^, données plus haut, ne s'appliquent rigoureusement qu'au 
mouvement d'une molécule sur sa trajectoire; mais elles pourraient s'appli- 
quer à un faisceau de trajectoires ou àQ filets fluides contigus^ pourvu que la 
section de ce faisceau, par un plan normal à son axe, fût assez petite pour que 

a4. 
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toutes les molécules qui passeraient à un instant donné par cette section 
eussent la même vitesse. Ces équations s'appliqueraient, dès lors, tout aussi 
bien au mouvement d'un fluide dans un tuyau ayant même axe que le faisceau 
et dont la section normale à cet axe serait, en un point quelconque de Taxe, 
la même que celle du faisceau lui-même, en négligeant, bien entendu, le 
frottement contre la paroi du tuyau. Dans ce cas, tous les filets fluides du 
faisceau seraient, d'ailleurs, parallèles ou du moins sensiblement parallèles. 
Dans ce nouvel ordre d'idées, et le faisceau étant supposé passer constam- 
ment par l'axe fixe des s ou dans son voisinage, l'équation de continuité prend 
une forme très simple , en y faisant entrer l'aire œ de la section normale à l'axe 
du faisceau de filets ou du tuyau qui correspond à la valeur de l'arc «, comptée 
sur l'axe à partir d'un point fixe pris sur cet axe. La masse de fluide conte- 
nue dans la tranche élémentaire, ayant co pour section et ds pour épaisseur, 

vaudra pcods au bout du temps t et (pœ + '^dtj ds au bout du temps t+at. 

Si l'on admet, d'ailleurs, comme nous l'avons fait tout à l'heure pour arriver 
à la composition du faisceau, que la vitesse V de toutes les molécules passant 
dans la section œ soit la même au bout du temps tj il entrera dans la tranche 
élémentaire par une face, pendant le temps dt^ une masse valant pcoVdi^ et 

il en sortira, par la face opposée, une masse valant (pwVn — ^^^*)^^î ^^ 

sorte que, pour avoir l'équation de continuité, il faut écrire 

d'où 



= 0. 



Telle serait l'équation de continuité qui conviendrait au cas d'un courant 
fluide de section transversale permanente, et assez petite pour que la vitesse 
pût être regardée comme étant, à un instant donné, la même sur tous les 
points de cette section. Dans un pareil système, toutes les molécules passant 
dans une section donnée ont la même vitesse que celles qui suivraient la tra- 
jectoire servant d'axe au faisceau, de sorte que, si l'on partage le faisceau par 
tranches infiniment minces normales à l'axe, les vitesses, dans chacune de ces 
tranches, seront les mêmes que sur les points de l'axe où celui-ci est coupé 
par les tranches. On suppose, en outre, que toutes les molécules qui ont 
passé par une tranche passeront par toutes les autres tranches, ce qui sous- 
entend la conservation du volume de ces tranches. L'équation de continuité. 
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dans sa forme (R'), ne convient donc qu'à l'ensemble de ces hypothèses au- 
quel on a donné le nom à'hypoUièse du paraUéUme des tranches. Cette équation , 
jointe, suivant les cas, à l'équation (F*) et à l'équation (F), suffira pour déter- 
miner la vitesse V et la pression p à chaque instant du mouvement, lorsque la 
densité p sera, d'ailleurs, elle-même donnée en fonction de p ou qu'elle sera 
constante. 

88. Applicalion à un fluide pesant. — Dans le cas d'un fluide pesant, les z 
étant comptés de haut en bas, c'est-à-dire dans le sens de la pesanteur, on a 

X = o, 
Y = o, 
Z = g. 

Il y a , dès lors , une fonction potentielle d<t, qui est 

dif^gdz; 

en vertu de cette relation , l'équation (F") devient 

Cette équation peut se mettre sous la forme suivante et posant, d'ailleurs, 

/ V 1 /âv I vdt>\_<fe 1 dp 

W g\dt^ d» )~dt «d»' 

à laquelle il faudrait joindre l'équalion de continuité établie tout à l'heure : 

(") dt ^ ds °' 

• 

On peut arriver directement à Téquation (a), au moins pour le cas parti- 
culier de filets sensiblement rectilignes, en appliquant le principe des quan- 
tités de mouvement à une tranche très mince du fluide dont œ serait Taire de 
la section normale à Taxe suivant lequel se fait le mouvement. 

Si 8 est la longueur de l'arc comptée sur l'axe à partir d'un point fixe pris 
sur cet axe à laquelle se trouve la section œ au bout du temps ^ ds sera l'épais- 
seur de notre tranche élémentaire, et son poids serai. ncods; la différence des 
pressions pco et {p+dp)(o qui ont lieu sur les deux faces opposées de la 
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tranche sera -- êâdp; les projections de ces Cofoes «ur Taxe du faisœau de 
filets, dani à) est la aeetion transverade^ vaudraat 

I dz 

et 

et les impulsions correspondantes, estimées pour un temps très petit Af, 
vaudront 

nœds -r • A^ 

08 

et 

— (odp^L 

La masse de la tranche vaut ^^ » et laccroissement de la quantité de mou- 
vement pendant l'intervalle de temps A^ aura pour expression : 

'TTCjds d{\) 



g dt 



A^ 



d(y) indiquant la différentielle de V regardée comme fonction de s et de t. En 
effectuant la différentiation, l'expression précédente devient 



Trù>ds^dY.\d\\. 



8 

et, en égalant, en vertu du principe des quantités de mouvement du nu- 
méro 36, cette expression à la somme des projections sur l'axe des impulsions 
des forces, il vient, en divisant d'ailleurs les deux membres de l'équation par 

TTcods^t, 

1 /dV \d\\^dz 1 dp 
g\dt ds / ds Tvdê^ 

ce qui reproduit exactement l'équation (a). 

89. Application au mouvement d'un courant d!eau de section très petite. — Con- 
sidérons un courant d'eau composé de filets parallèles, dont la section nor- 
male à l'axe de ce faisceau de filets soit assez petite pour que tous ces filets 
traversent la section avec la même vitesse, ou bien, ce qui revient absolument 
au même et a l'avantage de mieux fixer les idées, un tuyau dans lequel le 
fluide serait en mouvement sans frottement et dont le diamètre serait assez 
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petit poar que, dans une section quelconque de ce tuyau, normale à son axe, 
la vitesse fût la mènle dans tous les points de cette section» 

L'équation à appliquer ici est l'équation (a), donnée au numéro 88 : 



(«) 



1 /rfV . \d\\dz 1 dp 
g\dt'^ ds ) d$ vds' 



à laquelle il faut joindre Téquation de continuité (R'), qui, dans le cas d'un 
fluide pesant incompressible qui nous occupe ici et pour lequel la densité p 
est constante, devient 



d'où l'on déduit 



ds 







a)^l = const. 



Il résulte de là que, si (o' désigne l'aire d'une section déterminée et V la 
vitesse dans cette section, on aura 



(^) 



«V = «'V. 



Fig. a3. 



S 



Les équations (a) et ((3) serviront à déterminer la vitesse V et la pression p 
dans une section quelconque o), en appropriant ces équations à la forme du 

courant liquide ou du tuyau dans 
lequel nous supposons qu'a lieu 
le mouvement et qui est, pour 
fixer les idées , indiqué par la fi- 
gure 2 3. 

Les z sont comptés de haut en 
bas, à partir d'un plan horizontal 
supérieur ÂB , et l'axe du tuyau est 
dans le plan vertical qui coupe 
le plan horizontal âB suivant la 
ligne Xx. Le point où l'axe du tuyau rencontre cette ligne prise pour axe 
des X est pris pour origine d^ coordonnées x^z^ auxquelles est rapportée la 
courbe donnée de l'axe du tuyau. C'est aussi à partir de cette origine que se 
comptent, sur cet axe, les s ou abscisses curvilignes des points de rencontre 
de l'axe avec les sections successives du tuyau normales à l'axe. 

Cela posé , désignons par w© l'aire de la section supérieure MN de la colonne 
fluide, Vo la vitesse dans cette section, z^ étant l'ordonnée du point de ren- 
contre de celte section avec l'axe, par Wj, Vj, z^ les mêmes quantités pour la 
section inférieure PQ de la colonne fluide, et par w, V, z les mêmes quantités 
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pour une section quelconque RT comprise entre les sections supérieure et 
inférieure, MN, PQ, w' la section que Ion se donne et V la vitesse dans 
cette section. 

L'équation (|S) montre d'abord que, w' étant donné, il suffira de déterminer 
la vitesse V dans cette section pour que l'on en déduise immédiatement la 
vitesse V dans une section quelconque, w, et c'.est dès lors à la recherche de 
cette vitesse V que la question se trouve ramenée. 

On tire de l'équation (|S) 






d'où, en différentiant par rapport au temps, 



dt ù) dt 



et ces valeurs de V et -jr? substituées dans l'équation (a), la transforment 
dans la suivante , en multipliant d'ailleurs ses deux membres par nds : 

* g dt ù) g ds g dt GJ 9g \ùr/ 

d'où, intégrant par rapport à 8 et déterminant la constante de manière que 
p=Po pour z=Zo, « = «09 (o = (f)o, et supposant, d'ailleurs, la pression p^ sur 
la surface supérieure constante, 

(y) /'=^o+K^-^o)-y-3rJ.>-iiV (^-5-0- 

En appliquant cette relation à la section inférieure PQ de la colonne dans 
laquelle la pression serait p=p^ pour 2;=z^, « = «j, ^ = 0)^, on a, d'ailleurs : 

. V I / \ leù)' d\' Cl ds îr i7/2/ûi'2 cj'^X 

(Xi) Pi-Po+^ih-^y^itj.^^-rg'^ w-5?> 

Si maintenant, entre cette équation et l'équation (y), on éUmine -^ et que 
l'on pose 

2J — Zo = S, 



PARTIE THÉORIQUE. 193 

il viendra, pour la valeur de la pression p., dans une section quelconque nor- 
male à Taxe, 

Cette équation donnerait p si la valeur de V était connue, attendu que A 
et B se calculeraient aisément d'après la figure du tuyau et le volume de fluide 
donné qui constitue la colonne en mouvement. Il résulte, en effet, de ces deux 
éléments une relation nécessaire entre 6> et «, de sorte que, cj étant une fonc- 
tion de «, les deux intégrales représentées par A et B se peuvent calculer sans 
difficulté. II reste donc à déterminer V et, pour cela, nous écrirons l'équa- 
tion (yj de la manière suivante : 

Nous aurons, d'ailleurs, -^ étant la vitesse dans la section supérieure MN, et 
d'après l'équation de continuité, 

ou bien 

Dans les équations (y^\ et (Bo)^ les quantités c^o, 6>p s^ et B sont des fonc- 
tions de $0 et tû' est donnée.* Elles déterminent, dès lors, les variables So et V 
en fonctions de t et de leurs valeurs initiales; car les deux relations (VA et 
(jSo) sont deux équations différentielles simultanées du premier ordre en So et 
V. La valeur de V étant ainsi déterminée , on la reportera dans l'équation (y^ , 
qui donnera la valeur de la pression dans une section quelconque 6>, et la 
vitesse V, dans cette section, sera donnée par l'équation de continuité qui con- 
duit à l'expression 

C'est ainsi que se résoudrait, d'une manière générale, la question du mouve- 
ment d'une colonne fluide pesante, homogène et incompressible. 

Les hypothèses que l'on peut faire sur la position des sections extrêmes MN 
et PQ de la colonne en mouvement peuvent simplifier notablement les calculs 
qui viennent d'être indiqués pour le cas général. 

Supposons, d'abord, que la section supérieure MN de la colonne coïncida 

Traité d^bydraulique. — I. s 5 
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avec la seclion horizontale AB, qui termine le tuyau par eu haut ou ce qu'on 
appelle, en pratique, l'orifice d'entrée, le niveau supérieur restant constant 
pendant que la section inférieure PQ descend. Il entre, dans ce cas, par la 
section supérieure AB, des quantités suQisantes de fluide pour maintenir son 
niveau; on aura, pour cette section, 

2;o=0, «0=0, 

et la valeur de 6^0 sera, dans ce cas, une constante donnée. Au lieu de l'équa- 
tion (j3o), applicable a la section supérieure mobile MN donnée plus haut, ou 
aurait l'équation suivante, applicable à la section mobile inférieure PQ : 

et cette équation, jointe à l'équation (yg)' résoudra la question, en remar- 
quant que 6^^, K^ et B seraient maintenant des fonctions de Sy 

Si l'on suppose que l'extrémité inférieure PQ de la colonne coïncide avec 
Torifice de sortie CD, la surface supérieure MN de la colonne s abaissant à 
mesure que l'écoulement a lieu, ce qui est le cas d'un vase qui se vide, les 
équations (jSo) et {y^\ résolvent la question en faisant ci>'=^û). Ëclaircissons 
tout cela en entrant dans le détail des calculs. 

90. Cas où le vase reste constamment plein. — Si l'on supposait que les deux 
sections extrêmes MN et PQ de la colonne coïncidassent avec les orifices d'en- 
trée et de sortie AB et CD , c'est-à-dire que l'écoulement fût rég^é de manière 
que le tuyau ABCD restât constamment plein, les équations (jSo) ^i{^J) dis- 
paraissent, puisque s^ et s^ deviennent constants, et l'on n'a plus que l'équa- 
tion (y^y 11 faudrait, dans cette équation, regarder û)©, w^ et K^ comme des 
constantes, et elle donnerait dès lors rfV^ en t, en y faisant, d'ailleurs, 6)'==fii)^ , 
V'= Vj, p=Po\ cette équation devient, ainsi que l'avait déjà indiqué Navier, 
dans les belles leçons qu'il nous faisait à l'Ecole polytechnique en i83û, dans 
son cours.de mécanique : 

on en tire 

dt L 



,._,.+.ç.-E^,_^;)v, 
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En intégrant et déterminant la constante de manière que Ton ait V^ 
^ ^ o et en posant , d'ailleurs , 



195 
pour 



»-\/»*.+^('-s)]' 



on aura 



irù 



t 



Bâ>i 



r"«e 






IsFM 



•V, 



et, si Ton résout cette équation par rapport à V^, 



ni 
€ — 1 



W 1 ^' J± ' 

• e + i 

ce qui donnerait; pour la vitesse V dans la section quelconque « et diaprés 
Téquation de continuité, 



(ri) 



v=«^ 



n 



ù) 



ni 

e —1 

• ' 1 



Ht 



1 — 






+ 1 



l'expression ^y^^ donnera la vitesse à Torificede sortie CD, et l'expression (y'A 
la vitesse V dans une section quelconque RT (fig. aS); lexpression (yA don- 
nera, d'ailleurs, la pression dans une section quelconque en y remplaçant T 
par V^ , 0)' par œ^ ; elle devient ainsi : 

dans laquelle il suffira de substituer pour V^ sa valeur tirée de Téquation (y A. 



On remarquera maintenant que e ^ augmente rapidement avec ^ ce qui 
permet de négliger l'unité par rapport k cette quantité ; de sorte que l'expres- 
sion (y A se rapprochera rapidement, à mesure que t augmentera, de la 
limite donnée par l'expression suivante : 



n 



1 — 



z;â' 



«;^ 



a5. 
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ou , si Ton remet pour n sa valeur posée plus haut , 




(y,)- 



Cette valeur de V étant indépendante du temps, on en déduirait -^ = 0; d'où, 
par Téquation de continuité, -^ ^ o et ^ » o* Ces conditions caractérisent un 
état spécial du mouvement que Ion appelle ji^rman^; nous en parierons plus 
loin avec plus de développements. 

Si 1 on a, d'ailleurs, égard à ces conditions, l'équation (y^) deviendra 

dans laquelle il suffira de substituer la valeur (y A de V^ , qui convient au mou- 
vement permanent. 

11 est essentiel de remarquer que B»* 1 ^ ~ est une quantité constante, cal- 
culée une fois pour toutes, et que, dès lors, l'expression (75)9 tout comme 
l'expression (yA de la vitesse V^ à l'orifice de sortie, ne dépend plus que de 
la valeur des sections extrêmes tOo et oj^ et de la différence de niveau K^ de 
ces sections; elle est absolument indépendante de la forme que prendrait le 
vase entre ces deux sections extrénies; conséquence très remarquable ef qui 
se vérifie d'ailleurs par l'expérience. 

Enfin, il faut remarquer que, pour arriver à l'intégrale représentée par 
l'équation (y A , il faut supposer 1 — ^ positif, c'est-à-dire co^ <: Wo* U faut 
donc, pour que le mouvement puisse devenir permanent, que l'orifice de sortie 
soit plus petit que l'orifice d'entrée; s'il en était autrement, la vitesse tendrait 
vers l'infini avec le temps, au lieu de tendre vers la limite finie donnée par 
l'expression (yA. 

Si la section du tuyau était constante, l'équation (y A deviendrait, en y 
faisant 6i)^»û)o9 

On aurait, en appelant ^X^^ la longueur mesurée sur l'axe qui sépare les deux 
sections extrêmes. 
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et, si Ton substitue cette valeur de B dans Texpression (y^) et qu on en tire 
rfVj , il viendra 

d*où, intégrant et déterminant la constante de manière que Ton ait V^»o 
pour^ = o, 

La vitesse croît donc proportionnellement au temps, et le mouvement serait 
dès lors uniformément varié. 

Si X désigne Tabscisse curviligne sur Taxe, du centre de la section quel- 
conque ù), on aura 

et l'expression générale (y A devient, en y faisant û)' = û)o = ««>i=û), puisque 
la section est constante par hypothèse, et, en ayant égard aux valeurs de A 
et B qui viennent d'être indiquées , 

expression des plus simples et qui montre que, dans ce cas, la pression varie 
uniformément. 

Si Taxe du vase était vertical et rectiligne, on aurait «=z, X=>^, X^ ^^^ et 
les expressions (yio) et (yn) deviendraient 

et, 81 l'oD avait p^'=Poi elles deviendraient 
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La première de ces équations ne fait que reproduire l'expression de la vitesse 
dun corps solide pesant, tombant en vertu de sa seule pesanteur, qui a été 
donnée au numéro 48, et il est de toute évidence qu'il doit en être ainsi dès 
que l'on suppose que la section du vase reste constante ainsi que la pression , 
l'axe du vase étant vertical. 

91. Cas où le vase se vide. — Pour simplifier le calcul et me borner au 
cas que l'on trouve dans les traités d'hydraulique, je supposerai que l'axe est 
une ligne droite verticale et que la section du tuyau (toujours supposée très 
petite, il ne faut pas l'oublier) est constante entre les deux orifices extrêmes 
auxquels nous conserverons, pour le moment, leurs valeurs distinctes cuo et 
«^ . On aura , dans ces hypothèses , &>' = w 

et l'équation (y A devient 

W v,'(,-g)+=./^î:,-,ff(ç,+i^)=o. 

Pour arriver immédiatement par cette équation aux formules que l'on trouve 
dans les traités d'hydraulique pour l'écoulement dans un vase qui se vide, 
nous supposerons les z comptés de bas en haut à partir de l'orifice de sortie; 
de sorte que l'on aurait, en regardant maintenant K^ comme variable, puisque 
le vase se vide, pour expression de la vitesse Vo dans la section supérieure 
mobile , 

mais l'équation de continuité donnerait 

« ^ I ^\ ' 



d'où 



on a, d'ailleurs, 



dt M <w.' 



Substituant cette valeur de ^t* dans l'équation (y,J, il vient, en remarquant, . 
d'ailleurs, que V^ ^ peut s'écrire u-^^ 
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cette équation est une équation différentielle linéaire en V^, et, si Ton pose 



ûii^ 



-^— 1 =w. 

Al * ' 



Û>0 



son intégrale est, comme Ta déterminée M« Resal avec d'autres notations, dans 
son cours de mécanique, 



v;=M^'"+ 



^g 



(ï+^) 






M étant une constante que Ton déterminerait par la condition que V^ =^ o pour 
2^1 =?^o, Ko étant la hauteur du niveau supérieur au-dessus du centre de l'ori- 
fice de sortie, ou plutôt de l'intersection de l'axe des s avec le plan de cet 
orifice. 

De l'équation établie plus haut 

dt 1 <Wo 

on tire 
d'où 

pour le temps que le fluide mettra pour descendre de la hauteur so ^ la hau-- 
teur Ç^ au-dessus du centre de l'orifice, et pour K^=^o cette formule donnera 
le temps qu'il faudra au vase pour se vider entièrement. 

Si l'on supposait, d'ailleurs, que l'orifice de sortie û>^ fût très petit par rap- 
port à la section courante du tuyau , supposée constante comme tout à l'heure , 
on peut, dans l'équation (y^^), négliger, comme infiniment petit du second 

ordre, le terme aw, — n^» et elle devient 

1 ai 

v.'(.-g)-.^(î:,+'^.> 

d'où l'on tire 







expression qui n'est autre cliose que Texpression (y^\ trouvée plus haut pour 
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le cas du niveau supérieur constant ou du vase constamment plein. Si Ton 
supposait d ailleurs fi^fo» et que cj^ fût assez petit par rapport à a)o, cette 
expression se réduirait à 

soit la vitesse qu'acquerrait un corps solide pesant qui tomberait de la hau- 
teur Ky 

On peut donc, lorsque la section de î orifice de sortie est très petite par rapport à 
la section du vase^ calculer^ à chaque instant du mouvement de la colonne fluide, 
et cela que le vase reste plein ou qu'il se vide, la vitesse comme s'il s'agissait de la 
chute d'un corps grave, tondant d^une hauteur égale à la hauteur du niveau supé- 
rieur aurdessus du centre de l'orifice. C'est là une première approximation dont 
on se contente dans la pratique, parce qu elle simplifie considérablement tous 
les calculs, et qu'il a d'ailleurs été démontré par l'expérience qu'elle était 
suffisante. 

92. Principe de Toricelli. — Les expériences célèbres faites par Toricelli, à 
peu près à l'époque où Galilée, son illustre maître, avait trouvé la loi de la 
chute des corps graves, ont établi que, si dans la paroi Sun réservoir plein d^eau 
on ouvre un orifice très petit, la vitesse de l'eau à la sortie de cet orifice est la même 
que celle qu'acquerrait un corps grave tombant Jtune hauteur ^ale à celle où se 
trouve le niveau de Veau dans le réservoir au-dessus de ce petit orifice. Les résultats 
de l'analyse qui. précède étant absolument d'accord avec ceux de ces expé- 
riences, il en résulte que le degré d'approximation qui a permis d'y arriver 
doit être regardé comme suffisant, ainsi que je l'ai dit à la fin du numéro 
précédent. 

93. Expression du temps que le vase met à se vider. — Si nous reprenons 
maintenant l'expression donnée plus haut pour le temps que le niveau d'un 
vase qui se vide met à descendre d'une section à une autre, et qui est 

elle deviendra , en y substituant pour V^ la valeur que le principe de Toricelli 
nous autorise maintenant à lui assigner, 
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Cette formule donne le temps qu il faudra au niveau pour baisser de la hau- 
teur Ko à la hauteur K^ au-dessus du centre de lorifice, et le temps qu'il fau- 
drait au vase pour se vider s'obtiendra en faisant dans cette formule K^^o, 
ce qui donne 

Si le vase était entretenu constamment plein , le temps nécessaire pour écouler 
le volume cOoKo serait 

û»! V ^g 

On aurait, en effet, to^V^t pour le volume passant dans la section co^ dans le 
temps ^ et, puisque ce volume est aussi représenté par cooKo^ on aurait 



d'où, puisqu'ici V^=y2^, on tirerait 



t 






valeur moitié de la valeur (vA, doù résulte que le temps qu'il faudrait pour 
vider un vase contenant un volume déterminé de fluide est le double du temps qu'il 
faudrait pour écouler le même volume si le niveau supérieur était maintenu constant. 
Je ferai remarquer, enfin que, si Torifice de sortie avait même section que 
le reste du tuyau, et si Ton avait en même temps p^=Poj l'équation (v^A 
deviendrait 

dt —*'' 
d'où 

et nous retombons ainsi sur la formule déjà trouvée pour ce cas particulier 
lorsque le niveau supérieur reste invariable; ainsi, lorsque la section est con- 
stante^ V écoulement se fait et après la loi delà chute des corps solides pesants. 

9Â. Du mouvement permanent. — J'ai déjà dit, au numéro 90, quelques 
mots du mouvement permanent; il s'agit maintenant d'étudier d'une manière 
complète ce mouvement, qui a été pendant longtemps Tunique base de l'hy- 
draulique. 

Traité d'bydrauliqae. — I. a6 
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Le mou veiBent d'un fluide est pentianent lorsque la vitesse de toutes les mo- 
lécules qui passent successivement par un point déterminé de l'espace est, en 
ce point, constante en grandeur et en direction, et c'est à ce mouvement qu il 
faut faire remonter l'expression de filet Quide. Dans ce mouvement, un filet 
est, en efl^et, composé de toutes les molécules, qui, à un instant donné, se 
trouvent toutes sur une même trajectoire, et c'est cette trajectoire elle-même 
qui constitue le filet. 

Dans le mouvement permanent, toutes les variables sont indépendantes du 
temps; de sorte que, dans les équations générales (E^\ du numéro 83, il suffit 
de faire 

du 
dv 



dm 
di-''^ 



et elles deviennent 



dp /y ^_ ^^ ^\ 

dx ^\ dx^ ày dz)^ 

« 

dp /y dv du dt?\ 

dy P\ dx dy dz/"* 

dp /n dw dw dw\ 
di'^ry dx dy dz ) 

Si Ton multiplie ces équations respectivement par dx^ dy, dz et qu'on les ajoute, 
et si l'on désigne, d'ailleurs, par «{jp la diff^érentielle totale gf^ + g^^y+j^^^» 
on arrive facilement à l'expression 

dp = p{Xdx + Ydy + Zdz)^p-d[u +v +w ). 

Si l'on considère maintenant isolément un filet fluide et que V soit la vitesse 
sur cette trajectoire, on aura 

V =w +t; -|-w , 
et Téquation précédente prendra la forme très simple 
(F'') dp-^p{Xda;+Ydy+Zdz)-p^^, 
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équation qui se déduirait d'ailleurs immédiatement de Téquation ^F^^ du na* 
méro 86 en y faisant, pour exprimer la permanence du mouvement, 



dp 



S'il y avait un potentiel, on aurait 

et elle pourrait se mettre alors sous la forme encore plus simple qui suit : 



Cette équation se déduirait d'ailleurs immédiatement de féquation (F^) du 
numéro 86 iw, en faisant dans celle-ci ^= o, pour exprimer que le mouve- 
ment est permanent. 

A Téquation (F"^) ou (F'') il faut toujours joindre l'équation de continuité 

(R'), qui, en y faisant t^ =o, pour exprimer la permanence du mouvement, 
se réduirait à 

et le système des équations (F"^) ou (F*^) et (|S) servira à déterminer la vitesse 
et la pression en un point quelconque du filet fluide. 

95. Applicalion à un fluide pesant. — S'il s'agit d'un fluide pesant, comme 
le sont tous les fluides naturels, et l'eau en particulier, on aura 

X = o, 
Y = o, 

et l'équation (F") devient 



qui peut s'écrire ainsi qu'il suit : 






s6 



/ 
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ou bien encore, si ir représente le poids de l'unité de volume. 



M 



\'d\ 
g 






Soit ÂmnK le faisceau de filets fluides (fig. s/i), de section transversale très 
petite, pour lequel l'ordonnée initiale mç, au-dessous du plan horizontal AB, 

est représentée par Zo, la valeur «o 
*^' ^ ' de l'arc $ qui correspond à celte po- 

sition initiale est représentée par la 
partie de courbe km mesurée sur 
l'axe du filet, z étant l'ordonnée pn 
d'un point quelconque n du filet au- 
dessous du plan horizontal AB, l'arc 
qui correspond à ce point étant re- 
présenté sur la figure par la courbe 
'K Amn, les s étant comptés à partir du 
point A. 
L'équation (a ) s'applique à tous les points du faisceau de filets indiqué sur 
la figure. Si le fluide est incompressible, comme on l'admet lorsqu'il s'agit de 
l'eau , TT devient constant et l'équation (a') peut immédiatement s'intégrer. En 
désignant par Vo etpo les valeurs de la vitesse et de la pression qui s'appliquent 
au point m, donné par les valeurs initiales So de s et Zo de z, on aura, par 
cette intégration , 

et l'équation de continuité (|3) deviendra, p étant constant, 




m 



ds 



= 02 



d'où, en intégrant et en désignant par (o^ l'aire de la section normale du fais* 
ceau sur le point m, 



«v=<»x 



Le produit coV de Taire de la section normale par la vitesse est lé débit par 
seconde ou la dépense du faisceau de filets fluides (toujours de section très 
petite) que nous considérons, et l'équation (^A démontre que ce débit est 
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constant, ce qui entraine cette loi que les vitesses sont en raison inverse des aires 
des sections. 

L'équation (BA donnera la valeur de V, qui sera 

et en la substituant dans Téquation [S) celle-ci donnera la valeur dep, qui 
serait 



p-pM'-^-y-'^i'-'^) 



Cette équation, la 6gure des faisceaux de filets étant donnée, fournira immé- 
diatement la valeur de l'intensité de la pression dans une section quelconque eo 
du faisceau situé à la hauteur z au-dessous du plan horizontal ÂB (Gg. s/i). 
On peut arriver directement à l'équation [S) au moyen du principe des 
forces vives et en considérant le mouvement comme ayant lieu dans l'hypo- 
thèse du parallélisme des tranches. Le système serait assimilable à celui d'une 
tranche solide infiniment mince et qui pourrait s'étendre ou se resserrer de 
manière à satisfaire constamment à la section normale du faisceau de filets 

fluides considéré. La masse de cette tranche serait - — et sa force vive ^^ V . 

* g 8 

Le travail élémentaire de la gravité pendant le temps dt aurait pour expres- 
sion nœds.dz et le travail élémentaire des pressions --%^Us^ attendu que les 
pressions latérales ou exercées perpendiculairement au chemin parcouru ds 
ne donneraient aucun travail. 

Le travail de la gravité, pendant que la tranche descend de l'ordonnée 
initiale Zo à l'ordonnée quelconque z au-dessous du plan horizontal à partir 
duquel sont comptés les z, vaudrait donc Trù)ds{z—Zo)y et celui des pressions, 
'-(ii)ds{p—po). Si l'on désigne par V© la valeur de V qui correspond à Zo^ le 
principe des forces vives du numéro 38 donnera immédiatement, en divisant 
les deux membres de l'équation à laquelle il conduit par neods, 

V2 va 






ce qui reproduit bien l'équation (^), à laquelle nous étions arrivé indépendam- 
ment de l'hypothèse du parallélisme des tranches , qui devient nécessaire lors- 
qu'on veut appliquer le principe des forces vives, comme l'ont fait la plupart 
des anciens auteurs. 

II &ut remarquer maintenant que tout ce qui vient d'être dit pour notre 
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faisceau de fiiels fluides de section très petite s'appliquerait tout aussi bien à 
un liquide contenu dans un tuyau dont la forme serait exactement celle du 
faisceau, à la seule condition quil n'y ettt aucun frottement du fluide sur les 
parois du tuyau, ou bien dans un canal docouvert, sous cette même condition 
d absence de frottement à la paroi. Seulement, dans ce dernier cas, la pression 
à la surface libre serait nécessairement constante et égale à la pression atmo- 
sphérique. Il faudrait, dès lors, satisfaire à la condition 

rfp = o, 
qui donnerait 

p—Po = o. 
et l'équation (S) deviendrait 

(S) ^^^ll^z^z 

\ ) <xg ûg »' 

équation qui reproduit identiquement l'équation (/io) du numéro 5/i relative 
au mouvement d'un point matériel pesant sur une courbe. Cette équation 
montre que la vitesse, absolument indépendante de la voie cinématique suivie 
entre les points Zo et z, ne dépend que de la hauteur relative de ces deux 
points au-dessous d'un plan horizontal ou de leur difl^érence de niveau; d'où 
résulte que réfjualiou (^) s'appliquerait, non seulement à un même filet, 
mais encore à des filets quelconques contigus à la surface libre. 

Si le fluide était élastique et qu'il s'agît, par exemple, d'un gaz dit perma- 
nent ^ on pourrait, la température étant supposée constante, poser 

P 

puisque, dans ce cas, la densité est proportionnelle à la pression, et l'équa- 
tion (a') deviendrait 

KÎÎ£==rfzX^'. 

p 8 

En intégrant et en déterminant la constante d'après les valeurs initiales Zo, Vo, 
/?o et z, V, p, on en déduirait 

équation qui ne diffère de l'équation [S), relative aux fluides incompressibles, 
qu'en ce que les pressions sont remplacées par leurs logarithmes multipliés 
par le coefficient K. 
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L'équation de continuité (|3), pour le cas d'un fluide élastique qui nous 
occupe maintenant, peut d'ailleurs s'écrire 



1 d'TtCû\ 

— J — = 05 



qui, par l'intégration, donnerait 



(^.) 


TTW V — TToûJo Vo , 


d'où l'on tirerait 






TTù) 



et, en substituant cette valeur de V dans l'équation (^), celle-ci donnerait p. 

La comparaison des équations (|3^V (3^ montre tout de suite en quoi dif- 
fère le mouvement permanent d'un fluide. suivant qu'il est incompressible ou 
élastique, ou, pour préciser, suivant qu'il s'agit de l'eau ou d'un gaz. Dans le 
premier cas, c'est l'équation (B^\ qui s'applique, et le caractère du mouvement 
est celui du débit constant en volume (wV). Dans le second, auquel s'ap- 
plique l'équation (^^9 ce n'est plus le volume débité dans l'unité de temps 
qui reste constant, mais bien le poids itôjV de ce volume. La dépense con- 
stante en volume ou en poids caractérise donc le mouvement permanent des fluides 
homogènes suivant qu'ils sont incompressibles ou élastiques. 

Ce n'est du reste que pour établir, eu passant, cette distinction essentielle 
que je me suis occupé ici des fluides élastiques, absolument étrangers à l'hy- 
draulique, comprise comme je l'entends et comme je l'ai expliquée dans ma 
préface. 

« 

96. Principe de D. Betmùulli. — L'équation {S) peut se mettre sous la forme 

OU, si l'on pose z — z^^Ki 

OU) plus généralement, 

W • J+^-Ç=const.. 

relation qui pourrait se déduire aussi de f équatîpn Œ^\ donnée au numéro 86 , 



ou 
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car celle-ci pour Xdx+Ydy + Zdz='d^ et pour ^= o , qui convient au mou- 
vement permanent, deviendrait 

LVJ^~0 = const.; 

mais, puisque Tr = pg et que l'on aurait ici 0=grÇ, l'équation précédente 
devient 

— h - — ? == const. 

La relation (<^^) s'applique sur toute l'étendue d'un même filet fluide; elle est 
la loi du mouvement permanent dans ce filet. On remarquera, d'ailleurs, que 
— représente la demi-force vive oiî l'énergie actuelle d'un poids du fluide égal 
à l'unité, et que - — Ç équivaut à une certaine élévation du même poids ou 
de son énergie potentielle. L'équation (S^\ établit donc ce principe important 
que , dans le mouvement permanent y la somme de î énergie actuelle et de H énergie 
potentielle ou l'énergie totale^^^ reste constante tout le long d^un même Jilet fluide. 
Le principe de la conservation de l'énergie se vérifie donc dans le mouvement 
permanent, non seulement pour toute la masse, à laquelle il s'applique dans 
tous les autres cas, mais aussi pour toutes les parties de cette masse. 
Si nous supposons maintenant qu'on ait 



Po = o, Vo=o, 



l'équation précédente devient 



1> . va y 



et K est la charge hydrostatique sur le point dont z est l'ordonnée; on déduit 
delà 

cette équation exprime que, en un point quelconque dun filet fluide ^ la hauteur 
représentative de la pression est égale à la charge hydrostatique sur ce point y diminuée 
de la hauteur due à la vitesse en ce même point. 

^^^ Voir le numéro 63, en ce qui ooÉcerne les énergies. 
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Tel est renoncé du principe de D. Bernouili, tel qu'il l'a donné dans son 
Hydrodynamica, section XII. On voit qu'il n'est qu'un cas particulier de la 
loi plus générale déduite tout à l'heure de l'équation Y<^^V 

97, Valeur de la pression hydrodynamique. — On tirerait de l'équation {S) 

Po + '^{^ — ^o) est la valeur de la pression hydrostatique donnée par l'équa- 
tion (h) du numéro 78; si l'on fait Vo='0 dans l'équation précédente, elle 
devient 

d'où résulte que, dans le mouvement permanerUy la pression hydrodynamique en un 
point quelconque £ un filet fluide est égale à la pression hydrostatique en ce point, 
diminuée de la hauteur due à la vitesse en ce même point. 

On remarquera maintenant que l'équation {S) peut s'écrire ainsi qu'il suit : 



et 9 si l'on pose 



\7r vj^\3g 9gJ . »♦ 



on arrive à la forme (^), la plus simple de l'équation du mouvement perma- 
nent, 

On déduit immédiatement de cette équation le théorème suivant : 
Entre deux points quelconques d'un filet fluide incompressible en mouvement per- 
manent y la différence des hauteurs dues aux vitesses en ces points , augmentée de la 
différence des hauteurs représentatives^ des pressions en ces mêmes points ^ donne une 
somme qui est toujours égale à la différence de niveau des deux points. 

On remarquera maintenant que pt et X représentent des transformations f*^ 

^'^ Je me sers du mot transformation pour réserver, suivant l'usage, le mot perte de charge pour les 
dëperdilioDs dues aux frottements, dont il est fait abstraction ici. Dans le mouvement, une partie de la 
charge motrice se transforme soit en force vive , soit en pression , et c'est de cette déperdition spéciale 
que j'entends parler. 

Traité d^hydrauiique. — I. 97 
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de charge dues à raccroissement de la vitesse et de la pression ; ce sont comme 
les pertes de charge dues au mouvement même. On peut donc dire que 
la charge hydrostatique entre deux sections d^un filet fluide en mouvement permanent 
, fait constamment équilibre à la somme de toutes les transformations de charge dues 
au mouvement entre les deux sections. 

Si l'on suppose, d'ailleurs, Zo = o , c'est-à-dire que le plan horizontal AB de 
la figure a& soil le plan de niveau de la surface libre du fluide, K représentera 
la charge hydrostatique sur un point quelconque situé à cette profondeur, et 
l'équation ((^) montre dès lors qu'en un point quelconque de la masse fluide 
la somme des transformations de charge dues à la vitesse et à la pression est con- 
stamment égale à la charge hydrostatique sur ce point. 

Ce sont là des caractères remarquables du mouvement permanent abstrait 
que nous traitons ici, c'est-à-dire dans lequel il est fait abstraction de tout 
frottement soit extérieur, soit intérieur. 



98. Plans de charge hydrostatique et hydrodynamique. — Supposons qu'au 

„. , lieu de compter les z de haut en bas 

à partir d'un plan horizontal supé- 
rieur AB (flg. a 5), comme on l'a fait 
jusqu'ici, on les compte de bas en 
haut à partir d'un plan horizontal in- 
férieur A'B' (fîg. a5). Si B est la dis- 
y tance entre les plans AB et A'B', et si 
z est l'ordonnée au-dessous du plan 
AB , z étant l'ordonnée correspondante au-dessus du plan ATft', on aura 

z+z'-B, 




et l'équation [S) deviendra 



w 



TT ag ' TT ag ' « 



Si l'on ajoute à l'ordonnée d'un point quelconque du filet comptée au-dessus 
d'un plan ^horizontal inférieur les hauteurs représentatives de la pression et 
de la vitesse en ce point, la somme de ces trois hauteurs est constante tout le 
long du filet et détermine ainsi un plan horizontal, auquel on a donné le nom 
de plan de charge hydrodynamique. 
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Si l'on annule, d'ailleurs, les vitesses dans l'équation (S^, on aura, pour le 
plan de charge hyâro$taiiqu« , la relation 

Les deux plans sont, comme on le voit en comparant les deux équations., dis- 
tants d'une quantité égale à ^ ou à la transformation de charge résul- 
tant de l'état de mouvement considéré par rapport à l'état d'équilibre. 



99. Piézomèùres^^K — La hauteur ^ représentative de la pression se nomme 
hauteur piézométrique. 

Afin de bien faire comprendre le sens qu'il faut attacher à cette expression , 
supposons (fig. 3 5 bis) qu'en un point n du filet fluide mn, dont nous exagé- 



Fig. fi5 M«. 




rons un instant les dimensions, on insère un tube vertical ouvert à ses deux 
bouts et terminé inférieurement de manière à ne pas changer la courbure du 
filet mn; la hauteur nq^ à laquelle s'élèvera l'eau dans ce tube, sera la mesure 
de la pression en n, abstraction faite de la pression atmosphérique, qui se fait ^ 
équilibre, puisqu'elle agit en jr et en o, et l'on aura dès lors 

Si donc le tube est gradué , nous aurons là un piézomètre dont les indications 



^') Ulsais irpressioD» et fUrpw (rmesaren. 



«7 
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nous donneront immédiatement les pressions d'un fluide en mouvement, 
comme le baromètre nous donne celles d'un fluide en équilibre. 

Si nous plaçons maintenant un second piézomètre en un autre point m, la 
hauteur représentative de la pression en ce point sera 

les altitudes des points p et q au-dessus du plan horizontal A'B' sont ^'o+^ 
et z +- et, si l'on pose 

l'équation (SA s'écrira ainsi qu'il suit : 

ce qui conduit au théorème suivant : 

La différence des hauteurs dues aux vitesses en deux points (Tunjilet fluide tncom- 
pressibîe et pesant y en mouvement permanent ^ est égale à la différence de niveau des 
deux colonnes piézométriques correspondantes. 

Dans le cas de l'équilibre, on aurait, ainsi qu'il est facile de le voir d'après 
ce qui a été dit au numéro 76, ou bien en faisant dans l'équation ^S^\ Ç'= o, 

et, si K désigne toujours la différence de niveau des points m et n, 

Il y a ici une certaine analogie à faire ressortir entre les deux cas de l'équi- 
libre et du mouvement: dans le premier cas, la différence des hauteurs repré- 
sentatives des pressions en deux points est égale à la différence de leurs 
niveaux barométriques, et, dans le second, la différence des hauteurs dues 
aux vitesses est égale à la difl'érence de leurs niveaux piézométriques. 

L'équalion (SA permettrait de déterminer expérimentalement la vitesse V, 
puisque Ç' représente une différence de niveau que l'observation des deux 
piézomètres donnerait immédiatement. Il suffirait, pour cela, de joindre à 
l'équation ((^3) l'équation de continuité qui donnerait 
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et Téquation (S^ deviendrait 

d'où Ton déduirait immédiatement la valeur de V, qui ne serait autre, en défi- 
nitive, que la valeur (715)» qui a été déterminée au numéro 91. 

Mais^'usage du piézomètre pour la détermination de la vitesse ne peut don- 
ner que des indications approximatives et non des résultats exacts, à cause 
des perturbations de mouvement que cause la présence dans le courant fluide 
d'un obstacle comme le tube piczométrique , quelque faible que puisse être, 
d'ailleurs, son diamètre par rapport à celui du courant. 

Je ferai remarquer maintenant que, si le^ mouvement devenait uniforme ou 
si le fluide était en équilibre, on aurait, dans le premier cas, 

et, dans le second, 

V = o, ' Vo = o, ' 

et, dans l'un comme dans l'autre des deux cas, l'équation (SA se réduirait à 

La dénivellation piézométrique s'annule donc, et le fluide se mettra de niveau 
dans tous les tubes piézométriques , ce qui fait retomber, comme on devait s'y 
attendre, sur les propriétés des vases communiquants exposées au numéro 77. 

100. Vitesse moyenne. — Débit. — Dans tout ce qui précède on a supposé 
que la vitesse des molécules traversant une même section, normale à l'axe du 
courant, était la même pour tous les points de cette section. Cette hypothèse 
ne peut s'admettre que pour le cas où l'aire de la section est très petite, et où 
sa forme ne change que graduellement et par évasement régulier d'une sec- 
tion à l'autre, de mahière que la direction des filets ne puisse subir aucune 
perturbation brusque qui viendrait modifier les lois du mouvement. Il faut 
donc admettre une section normale très petite, et ne pouvant varier que d'après 
une loi de continuité telle que le parallélisme des filets subsiste, au moins 
à très peu près, dans chaque section. Ces hypothèses, que l'on est obligé de 
faire pour arriver à l'équation du mouvement permanent, sont, il faut bien 
le dire, de pures abstractions, comme celles que l'on admet en mécanique 
lorsque l'on considère les solides comme absolument indéformables. H est évi- 



214 TRAITÉ D'HYDRAULIQUE. 

dent, en eflet, que, si Ton considère un ensemble de filets élémentaires tra- 
versant une section de courant fluide, les vitesses aux points d'intersection 
seront toutes différentes; mais il y a, parmi toutes* ces vitesses, une vitesse 
telle, qu en supposant que toutes les autres lui soient égales, le volume pas- 
sant par la section transversale du courant dans Funité de temps resterait le 
même que le volume réellement débité, et qui serait la somme de tous les vo- 
lumes élémentaires débités par les divers filets traversant la section avec leurs 
vitesses réelles. Cette vitesse se nomme la vitesse moyenne. 

Si û est l'aire de la section transversale du courant liquide, U la vitesse 
moyenne de cette section, on aura pour son expression, d'après la définition 
qui vient d'en être donnée , 

Vrfû 






1 

et la dépense Q, ou le débit par seconde du courant, sera 

Le courant fluide de section il peut, d'ailleurs, si l'on veut éviter ici l'opé- 
ration de* l'intégration, être considéré comme composé d'un nombre fini de 
faisceaux de filets fluides de section assez petite, et si ù) est l'aire de la section 
d'un de ces faisceaux, V la vitesse sur le filet dans cette section, on aurait 
îî=«2ci), et l'on pourrait poser dès lors 

ÏT 2û;V 

U = -« 5 

d'où Ton déduirait 

Q = SwV, 

ou bien encore, si q est le débit de la section d'un filet, 

101. Application de V équation {S) du numéro g 5 au cas d!un courant fluide de 
section quelconque. — Si l'on considère le courant comme composé de filets 
indépendants et qu'on lui applique le principe des forces vives, on arrivera 
facilement à l'équation suivante : 

2^(!^')-ÎW.(z-..)-S«„l.(,-4 
Considérons maintenant (fig. a 6) un faisceau de filets parallèles et rectilignes , 
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que, pour bien me faire comprendre, je représente en gros traits pleins sur 
la 6gure et séparés entre eux, quoique, en réalité, ils soient contigus, et, pour 
^j simplifier la figure, je suppose les quatre filets m», 

tn^n^, m^n^, m,»,, situés dans un même plan; le faisceau 
de filets est d'ailleurs coupé par deux plans mm^ et nn^, 
perpendiculaires à son axe, qui déterminent deux sec- 
tions transversales de ce faisceau. Il-esl clair, d'après la 
seule inspection de la figure, que z— z^ ou In différence 
de niveau des points où ces seclions coupent les axes 
de filets élémentaires du faisceau reste la même pour 
tous les filets. Il en serait de même de la diiférence des pressions p—po, en 
admettant que la pression varie hydrostatiquement aux divers points d'une 
même section normale , ce qui est exact , comme on le verra plus loin (n° 1 1 3 ) 
et, par suite, vu l'équation ('^i) du numéro 96, il en sera de même ausn 
de V — Vo . L'équation précédente pourra dès lors s'écrire ainsi qu'il suit : 

ou, divisant les deux membres par Jatùjds, 

équatioQ qui reproduit exactement l'équation ( j) donnée au numérv 9& pour 
un filet individuel. Cette équation s'applique donc, dans le cas particulier oCi 
tous les filets sont rectilignes et parallèles , aussi bien à un courant de section 
quelconque qu'à un filet de section très petite. 

Lorsque les filets ne soAt plus rectilignes et parallèles, la vitesse varie d'un 
filet à l'autre dans la même section, mais il s'établit une vitesse moyenne dn 
système de tous ces filets qui différera d'autant moins de chacune des vitesses 
individuelles que la direction des filets tendra davantage vers le parallélisme. 
On pourra substituer, à une première approximation , cette vitesse moyenne U 
aux vitesses V et appliquer encore l'équation [S) chaque fois que ^— — 
^ — ~ • ' ne devra pas différer sensiblement de — ^^-^ ^— — i Sjraxfo 
(z — Zo) de (r — Zo)2û)(i», et 2a«fc(p— jjo) de (p— p„)2«M(i», 

II suit de là que, pourvu que les filets soient sensti/ement, rectilignes et pa- 
rallèles, on pourra, à une première approximation, écrire 

\ / ag %g <» \ T / 
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Cette équation s appliquera à un courant de section quelconque, z^-Zo et 
£ — £• représentant la différence de niveau et la différence des hauteurs repré- 
sentatives des pressions aux points du courant fluide où les sections dans les- 
quelles les vitesses moyennes sont U et Uo couperont Taxe du courant. 

Le principe deBernoulli indiqué au numéro 96, ainsi que toutes les con- 
séquences qu'on en a déduites , peuvent donc s'appliquer à un courant de sec- 
tion quelconque par Tintroduction des vitesses moyennes, et ce sont, il faut le 
dire tout de suite, les seules que Ton soit appelé à considérer dans la pratique. 

Il est facile de voir, d'ailleurs, que l'équation (e) peut se mettre, en vertu 
de l'équation de continuité, qui serait ici ûU^ûoUo? et en posant toujours 
z — Zo = Ki SOUS la forme suivante : 



d'oii l'on tirerait 






W 



u- 




.,(!:+'-^) 



Û2 



qui, pour la section de sortie (Q^ ,11^,?^, p^), deviendrait 



(,) „,-, z'!!^!!^) 




* 02 



Cette expression reproduit , aux notations près, l'expression (y^^ du numéro 9 1 , 
de sorte que le principe de Toricelli , que l'on a déduit de cette dernière pour 
le cas où la section de l'orifice de sortie est très petite par rapport à celle du 
vase, très petite elle-même, s'appliquerait encore à un réservoir de section 
quelconque, et ce serait la vitesse moyenne d'écoulement d'un orifice de sec- 
tion très petite par rapport à celle du réservoir qui aurait \/^gK^ pour 
valeur. 

IQl bis. Réflexions générales sur le mouvement permanent, — L'équation (e) 
convient au mouvement permanent d'un courant d'eau ou, plus généralement, 
d'un fluide homogène pesant et incompressible; c'est l'équation fondamentale 
de laquelle on déduit à peu près toute l'hydraulique abstraite, c'est-à-dire 
celle qui ne tient aucun compte des frottements et qui est encore aujourd'hui 
à peu près la seule enseignée. 
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Nous sommes arrivé à Téquation (e) par Thypothèse des filets indépen- 
danls, et elle s'applique rigoureusement au cas où ces filets sont rectilignes et 
parallèles. On y arriverait aussi en étendant à un courant de section quel- 
conque Thypothèse de Técoulement par tranches avec conservation du volume, 
qui n'a été admise au numéro 87 que pour un courant de section très petite, 
et en appliquant le principe des forces vives, mais aves les vitesses moyennes 
des tranches. On voit donc que l'hypothèse du parallélisme des tranches per- 
met d'arriver à Téquation du mouvement permanent comme celle des filets 
indépendants, mais avec un plus grand nomhre d'hypothèses accessoires. C'est 
l'hypothèse de l'écoulement par filets qui prévaut aujourd'hui sur celle de 
l'écoulement par tranches. Elle se prête mieux au développement des res- 
sources de l'analyse, mais elle est loin d'expl[quef encore tous les phénomènes 
naturels de l'écoulemçnt des eaux dans les canaux et rivières, ainsi qu'on le 
verra plus loin. 

Le caractère essentiel du mouvement permanent résulte, comme on l'a du 
reste déjà dit au numéro qS, de l'équation de continuité, en vertu de laquelle 
le débit par seconde du courant liquide reste constant; ce débit est, d'ailleurs, 
estimé par le produit de l'aire de la section par la vitesse moyenne daâs cette 
section, ainsi que cela a été expliqué au numéro 100; on aurait, en eOet, 
d'après l'équation [^) du numéro 96 pour chaque filet (&>, V) la relation 

wV = const. , 
d'où 

Sa)V = const. ; 

et si U est la vitesse moyenne du courant, dont la section serait (2 = 2ci>, on 
aurait 

^^'^ — ÎT' 

d'où 

£iU =« S6)V = const. , 

de sorte que l'équation de continuité s'applique aussi bien à un courant de sec- 
tion Q avec sa vitesse moyenne U qu'à chacun des faisceaux des filets indé- 
pendants de sections très petites qui le composent. 

On peut, d'ailleurs, arriver directement à l'équation de continuité pour le 
cas d'un réservoir de section quelconque, en partant de ce fait, absolument 
évident, que, dans le mouvement de F eau dans un rései^votr^ le volume qui s'emma- 
gasine dans le réservoir pendant un temps donné est égal à la différence du volume 

Traite d^hydraalique. — I. a 8 
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qui y mire et de celui qui en sort dans le même temps. Si l'on désigne par W le 
volume que contient le réservoir au bout du temps t et par q^^ q^ les débits 
par seconde au bout du même temps d'un quelconque des orifices d'entrée et 
de sortie de ce réservoir, le volume emmagasiné dans le réservoir pendant le 
temps dt sera ^W, et les volumes débités pendant le même temps par tous les 
orifices d'entrée et tous les orifices de sortie vaudront ^q^dt et ^q^dt; de 
sorte que l'on aura, en vertu de l'axiome énoncé tout à l'beure, 

d^^^qdt-^^qdt, 
d'où l'on tire 

(M) .f=Sî,-S?.. 

et cette équation s'applique au mouvement de l'eau dans le réservoir, quelle 
que soit la nature de ce mouvement, qu'il soit permanent ou non; elle est 
absolument générale et je la regarde, en ce qui me concerne, comme renfer- 
mant à peu près toute l'hydraulique pratique. Je l'avais déjà donnée, quoique 
sous une forme un peu moins générale, dans mon mémoire sur le mouvement 
des eaux dans les réservoirs à alimentation variable, inséré au tome XXI des 
Savants étrangers. 

Si le mouvement est permanent, on a 



d'où, par l'équation (M), 



rfW 



^q,-^q=o, 



et, s'il n'y a qu'un seul orifice d'entrée et un seul orifice de sortie, dont les 
débits soient q^ et q^ , 

LeYîiveau du réservoir reste donc constant, le débit entrant étant toujours égal 
au débit sortant, et c'est cette constance du débit qui est le caractère essentiel 
du mouvement permanent. 

L'équation 2^^ — 2j^ — o peut s'écrire d'une manière générale et sous une 
forme plus simple encore de la manière suivante : 
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en convenant de compter comme positifs les débits qui alimentent le réservoir 
et comme négatifs ceux qui l'appauvrissent. 

S'il s'agissait d'un courant d'eau au lieu d'un réservoir, la question resterait 
la même, et le volume emmagasiné pendant le temps dt dans le petit réservoir 
formé par la section transversale du courant sur la longueur ds de l'axe du 
courant normal h cette section serait toujours égal à la différence du \olume 
entré par cette section et de celui qui en serait sorti pendant le même temps. 
Si q désigne le débit par seconde du cours d'eau sur la section d'abscisse s, 
q+^ds sera le débit sur la section d'abscisse s + ds, et l'on aurait ici 

On a d'ailleurs évidemment, si W est le volume correspondant à la différence 
de longueur ds des deux abscisses, W = eMb et, par suite, 

et, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (M), celle-ci devient 

C'est cette forme que prend l'équation de continuité pour les cours d'eau. 
Lorsque le mouvement est permanent, on a j^^o, et elle donne 

dq 

d'où 

q = const. , 

et l'on retombe aitisi sur cette condition du débit constant, essentielle et con- 
stitutive du mouvement permanent. On remarquera, d'ailleurs, que la perma- 
nence du mouvement entraîne aussi la condition 

dq 

et, si on la joint à la précédente, on voit que le débit n'est pas seulement 
constant par rapport au temps , mais encore par rapport à sa translation dans 

a8. 
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le sens du mouvement II reste constant, en effet, quelle que soit la section 
du courant d'eau que l'on considère sur l'axe des s de ce mouvement. 

101 ter. Cas particulier du mouvement uniforme. — Si le mouvement doit 
être uniforme, outre les conditions du mouvement permanent en vertu des- 
quelles la vitesse est indépendante du temps et le débit constant, il faut encore 
que cette vitesse soit constante elle-même dans toute l'étendue du courant. 
Pour approprier l'équation (e) du numéro loi à ce nouveau type de mouve- 
ment, il faut y faire * 

et elle devient 
d'où l'on tire 

p=Po + Tl{z-Zo), 

ce qui n'est autre chose que l'expression [h) de la pression hydrostatique 
donnée au numéro 76. 

La condition U = Uo, introduite dans l'équation de continuité; 

la transforme dans la suivante : 

Le mouvement uniforme entraine donc la condition que la section soit constante, c'est-- 
à-dire déforme absolument invariable dans toute l'étendue du courant. 

Si l'on désigne maintenant par P la pression sur la surface îi d'une section 
normale quelconque du courant, et par Po la pression sur la section supé- 
rieure îîo de ce courant, on aura 

f^pQ, Po=;^A=-;>o". 

et, si l'on multiplie Téquation trouvée plus haut pour les pressions par 12, elle 
devient • 

ou 

P^P,=7rÛ(z-zJ. 

On déduit de cette équation qu'il faut ^ pour que le mouvement uniforme soit pos^ 
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sibky que la différence des pressions sur la section inférieure et la section supérieure 
de la colonne fluide soit égale au poids d^une colonne fluide ayant la même section 
pour base y et pour hauteur la différence de niveau des deux sections. . 

Celle condition esl évidente et s^ute aux yeux lorsque ion considère un 
vase à section transversale constante et dont Taxe soit une ligne droite verti- 
cale, et Féquation que l'on vient d'écrire n'est autre chose que celle de l'équi- 
libre d'une colonne fluide pesante de section constante. On est ainsi ramené à 
l'une des conséquences générales du mouvement uniforme exposées au nu- 
méro 46, c'est que la condition de l'uniformité du mouvement entraîne celle 
de l'équilibre des forces. 

Si nous reprenons d'ailleurs ici l'expression (y^T) de la vitesse desortie U^ 
donnée au numéro i o i , 




.g{K,+i^^) 






les conditions relatives au mouvement uniforme que nous venons d'établir plus 
haut, et qui seraient ici : 

donnent à cette expression la forme -• La vitesse resterait donc arbitraire et 
constamment égale à la vitesse initiale quelconque que Ton aurait imprimée 
à la colonne fluide. 

Le mouvement uniforme d'un courant d'eau sans frottement se caractérise donc 
par une vitesse constante arbitraire^ et la pression en un point quelconque de la masse 
fluide y est égale à là pression hydrostatique ^ quelle que soit la valeur de cette 
vitesse. 

1 02 . Ecoulement de l'eau par un onflce ouvert dans la paroi du réservoir. — 
Tout ce qui a été dit plus haut suppose que la section d'écoulement ne se 
modifie que graduellement, de manière que l'on puisse, sans trop grande 
erreur, admettre dans chaque section le quasi-paralléh'sme des filets fluides. 
Pour satisfaire à cette condition, il faudrait que l'orifice de sortie se raccordât 
par évasement avec la paroi du réservoir, ainsi que l'indique la figure 97, 
coupe verticale sur l'axe de l'orifice. 
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Si Uo est la vitesse moyenne dans la section supérieure AB dont i aire serait 
ûoietUj la vitesse moyenne dans la section CD de Torifice de sortie a pour 
Taire £2p les intensités des pressions sur ces sections étant po et p^, on aurait, 
d'après l'expression (y^-j) donnée au nunjéro loi, 




,>{K,^<J^) 



5i! 



mais dans la section AB comme dans la section CD, où la surface libre du fluide 
conduit à la condition d'une pression constante, et égale ici à la pression 
atmosphérique p^, on a 



Pi-Pa^ 



et l'équation précédente devient 



u = /jëIl 



et si, comme cela arrive dans tous les grands réservoirs, Q, est très petit par 
rapport à £lo« on a simplement 

et il ne s'agit plus que de savoir comment on déterminera Ç^, qui est ici, 
comme on le sait, la différence du niveau entre la surface libre AB et le 
point où le filet de la vitesse moyenne rencontre la section CD de l'orifice 

de sortie. Pour cela il faut tenir 

Fig. 37. 
^^^ ^ ^ 




x>: 



compte de la figure ou du dispo- 
sitif de l'orifice. Supposons, d'a- 
bord, que cette figure soit un 
rectangle, dont la base ait une 
longueur /. Nous supposons tou- 
jours les z comptés de haut en 
bas à partir du plan AB (fig. ay), 
et si l'on désigne par h et A' les 
valeurs de z qui correspondent à la base inférieure, supposée horizontale, 
du rectangle de l'orifice et à sa base supérieure ou, si l'on veut, les charges 
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sur la hase et le sommet de cet orifice, la vitesse moyenne aura, d'après l'ex- 
pression générale qui en a été donnée au numéro loo, pour valeur 



u,= 



j ^, Idz \/igz 



h'-k' 



/: 



Idz 



û^ I — h —K 



Si maintenant on désigne par H l'ordonnée du point milieu de la hauteur de 
l'orifice, qui a ici pour valeur -^^» il est facile de voir que l'expression pré- 
cédente peut s'écrire ainsi qu'il suit : 



Kj ayant pour valeur 



ir 9 H 







Or, lorsque H est assez grand par rapport à h — hl^ qui n'est autre chose que 
la hauteur de l'orifice, pour que le terme —^ s'approche de zéro, la valeur 
de K^ s'approchera de l'unité, et Ton pourra écrire 



et la valeur à prendre pour C^ est dès lors la hauteur H du milieu de la hau- 
teur d'orifice au-dessous du niveau supérieur du réservoir; de sorte que la 
vitesse moyenne dans la section de Vorifce ne serait autre chose que la vitesse due à 
la charge sur le milieu de la hauteur de cette section. 

Mais si cette règle si simple est d'une exactitude suflîsante pour le cas où 
la charge est très grande par rapport à la hauteur de l'orifice, il n'en serait 
plus de même dans les autres cas, et il faudrait alors calculer la valeur numé- 
rique de Kj pour chaque cas particulier et multiplier chaque fois i/ag-H par 
cette valeur pour avoir la véritable valeur de la vitesse moyenne. 

èi l'on suppose la section de l'orifice circulaire, et si H désigne toujours la 
charge sur le milieu de sa hauteur, qui est ici le centre du cercle, a étant 
l'angle du rayon vecteur avec la verticale passant par ce centre, r la distance 
au centre d'un point quelconque situé sur ce rayon vecteur, entre le centre et 
la circonférence, R le rayon du cercle, on trouvera facilement, en partant de 
l'expression générale de la vitesse moyenne donnée au numéro i oo, 






+rcosa. 
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En développant le radical en série et effectuant les opérations que comportent 
les intégrations indiquées dans cette formule, elle se met sous la forme 



en posant 



K.= 



U,=K,v/3ffH, 



__±V^ 5__R^ 

* 39 H2 loa^îF 



On voit que, lorsque R est très petit par rapport à H^, K^ ne diffère pas sen- 
siblement de Tunité, et que l'on peut écrire, comme pour le cas du rectangle, 



le rapport o est d'ailleurs le même que le rapport — n-» puique h — h' est la 
hauteur de l'orifice, qui, pour le cercle, est égale à aR. 

Voici une table qui peut servir à déterminer K^ lorsque la grandeur de la 
hauteur d'orifice, par rapport à la charge sur cet orifice, exige qu'on donne 
à ce coefficient une valeur autre que l'unité : 



VALEUR 


1 

VALEURS DE K^ || 


de 
— n— O" w • 




poDr 


pour 


aH H 


LE nSCTAKGLB. 


LE CERCLE. 


0,00 


1,00000 


1,00000 


0,10 


0,99958 


0,99968 


0,30 


0,99883 


0,99863 


o,3o 


0,99619 


0,997*5 


o,6o 


0,99813 


0,99698 


o,5o 


0,98906 


0,99189 


o,6o 


0,98888 


0,98816 


0,70 


0,97736 


0,98600 


o,So 


• 0,96896 


o»97799 


0,90 


0,96838 


0,97687 


1,00 


0,96381 


0,95385 



On voit d'abord, par ce tableau, en comparant les deux dispositifs d'orifice, 
que, pour une même valeur de -^jj-» la valeur de K est plus grande pour le 
cercle que pour le rectangle, de sorte que la forme circulaire est celle qui, à 
surface égale, assurerait le débit le plus fort. 

On voit aussi que les. valeurs de Kp tant pour le cercle que pour le rec- 
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tangle, diffèrent très peu de l'unité , tant que le rapport -^rr- est plus petit que 
o,5o, c'est-à-dire que H est plus grand que h—h^ ce qui correspond au 
cas où la charge sur le centre est égale à la hauteur de Torifice, ou bien la 
charge sur le sommet de l'orifice égale à la moitié de la hauteur de cet orifice. 
On serait donc conduit à cette règle très simple que la vitesse moyenne peut 
se calcider avec une exactitude suffisante ^ comme si elle était due à la charge sur le 
centre de l'orifice, tant que la charge sur son sommet est plus grande que la moitié de sa 
hauteur, et ce n'est que lorsque cette charge devient moindre que cette limite 
qu'il devient nécessaire de multiplier la vitesse qui lui est due par le coef- 
ficient Kj pour avoir la vitesse moyenne. 11 résulte encore de ce qui vient 
d'être dit que, si l'on calcule toujours la vitesse moyenne comme si elle était 
due à la charge sur le centre, on prend une charge un peu trop forte, puisque 
K^ devient alors plus petit que l'unité et puisque \/H doit, dans l'expression 
de Uj, être remplacé par Ki/îî, et que la charge réelle devrait dès lors rester 
au-dessus du centre, d'autant plus que la charge sur le sommet de l'orifice de- 
viendrait plus petite par rapport à sa hauteur. 

Si l'orifice de sortie, au lieu de se raccorder par évasement avec la paroi du 
réservoir, comme l'indique- la figure 27, était percé dans la paroi même, 
comme l'indique la figure 28, les filets seraient brusquement déviés à leur 
arrivée à cet orifice CD, et la veine fluide présenterait, à peu de distance en 

_. „ aval de l'orifice CD, une section CD' plus 

fi ^^^ ^ ^ ^ Bi petite que CD , qui s'appelle la section con- 

tractée, le phénomène qui produit cet effet 
portant le nom de contraction de la veine 
jluide; et le débit serait mesuré par l'aire 
de la section contractée multipliée par la 
vitesse moyenne dans cette section. Ce 
débit est plus petit que celui qu'on obtien- 
drait en multipliant Taire de la section de l'orifice lui-même par la vitesse 
moyenne dans cette section; de sorte que, si m désigne un coefficient plus petft 
que l'unité, que l'on appelle coefficient de réduction de la dépense ou simplement 
coefficient de débit, la dépense réelle q d'un orifice dont la section serait il et 
la vitesse moyenne U aurait pour expression : 

5f«mîl U. 
J'aurai occasion de parler en détail de ce coefilcient dans la partie pratique 
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de mon travail, et il suffit de dire ici quil peut, suivant le dispositif adopté 
pour l'orifice , varier entre o,5o et 1,00. 

Faisons remarquer maintenant que, puisqu'il faut, en tout état de cause, 
multiplier les débits théoriques ÙU par un coefficient de réduction pour avoir 
le débit réel, il n'y a plus aucun intérêt à se servir d'une formule compliquée 
pour calculer la vitesse moyenne, et la plus simple sera la meilleure; aussi 
est-ce la formule 

indiquée par du Buat, qui reste la seule employée dans la pratique, quel que 
soit le rapport entre la hauteur de Torifice et la charge sur son sommet. On 
détermine, en conséquence, les valeurs de m que l'expérience seule peut don- 
ner et qui ne sont autre chose que les 
rapports - entre les débits g' mesurés 
au moyen d'un réservoir de jauge et les 
débits calculés g = Î2 v/^g-H. 

Examinons maintenant le cas où To- 
rifice CD , au lieu d'être vertical , comme 
nous l'avons supposé jusqu'ici, serait ho- 
rizontal, ainsi que l'indique la figure 12 9. 
Dans ce cas, la charge H sur tous les 
points de l'orifice reste constante, et si 
nous prenons pour plan des ay le plan de l'orifice, l'expression de la vitesse 
moyenne deviendra 




^1 — c.u:Cd. -y^'s^^ 



fdxfdy 

et ici cette valeur de la vitesse moyenne est rigoureusement exacte, quelle 
que soit la forme de l'orifice, puisqu'elle est la même pour tous les filets, en 
remarquant toutefois que, si l'orifice est ouvert brusquement dans la paroi 
même, il y a encore, comme tout à l'heure, contraction de la veine, et il faut, 
dès lors, toujours multiplier par un certain coefficient de réduction le débit 
obtenu en multipliant l'aire de Torificepar la vitesse due à la charge. 

Tout ce qui vient d'être dit suppose que la veine fluide jaillit à l'air libre, 
à sa sortie de l'orifice, mais la même formule pratique de la vitesse moyenne 
s'appliquerait aussi au cas où l'orifice serait noyé à l'aval, c'est-à-dire où la 
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veine jaillirait dans un second réservoir, dont le niveau serait inférieur à celui 

du premier. 

Soient AB, EF (fig. 3o) les niveaux d'amont et d'aval, H leur différence 

de niveau BE, H' la hau- 
teur du niveau d amont au- 
dessus du milieu de la 
hauteur de l'orifice, H" la 
hauteur OE du niveau d'a- 
val au-dessus de ce même 
point. La pression sur l'o- 



Fig. 3o. 
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^^^v^v^^^^v^v^^v^^'^k^^^^ rifice est ici égale à la pres- 

sion atmosphérique, aug- 
mentée de la colonne d'eau ayant H*^ pour hauteur; il faudra dès lors, dans la 
formule (y^^\ du numéro loi, faire 

K, = H', 

et l'on en déduira 



U,=.0fi'(H'-H"), 



OU , si H désigne la différence de niveau H' — H'' des deux retenues d'amont et 
d'aval , 

(X) u,=v^P- 

Nous retombons donc sur la formule de du Buat, avec cette seule différence 
qu'ici H est la différence de niveau des deux biefs. 

Il suit de là que lafo)*mtile de du Buat convient à tous les cas, que t orifice soit 
libre ou noyéy pourvu que, dans le premier cas, H désignç la charge hydrostatique 
sur le milieu de la hantfur de Vorifice, et, dans le second, la différence des charges 
dues aux vitesses d'amont et d'aval ou la différence de niveau des deux biefs. 

La contraction de la veine existe, d'ailleurs, toujours, que l'orifice débouche 
à l'air ou dans l'eau, c'est-à-dire qu'il soit libre ou noyé, de sorte que, si Û^Uj 
est le débit que l'on calculerait en multipliant l'aire O^ de la section de l'ori- 
fice par la vitesse moyenne U^ , le débit réel Q aurait pour valeur 

m étant un coefficient à déterminer par l'expérience pour chaque dispositif 
d'orifice et qui est plus petit que l'unité. 

^9- 



228 TRAITÉ D'HYDRAULIQUE. 

Les formules (X) et (fx) permettront de calculer les débits de tous les ori- 
fices, quelle que soit leur forme, qu'ils soient libres ou noyés, à ia condition 
de déterminer par l'expérience la valeur de m qui conviendra h chaque figure 
spéciale d'orifice. On voit, dès lors, que la théorie si abstraite du mouvement 
des fluides sans frottements conduit, moyennant l'introduction d'un coefficient 
de correction à déterminer par l'expérience, à des expressions très simples de 
la. vitesse et du débit des orifices avec charge sur leur sommet, et qui sont, 
en même temps, tout à fait suffisantes pour la pratique. L'hydraulique abs- 
traite n'eût-elle produit que ce seul résultat, qu'il faudrait encore lui en garder 
quelque reconnaissance; car ces formules sont certainement celles que l'on 
emploie le plus couramment dans toutes les opérations de jaugeage. 

102 bis. Forme de la veine après sa sortie (Tun orifice avec charge sur le sommeL 
— Je ne parlerai pas ici de la contraction, qui sera traitée en détail dans 
la partie pratique de mon ouvrage, et je n'entends indiquer, pour le moment, 
que les traits généraux de la forme de la veine auxquels peut conduire la 
théorie exposée dans ce qui précède. 

Je n'entends pas ici par ces mots /orme de la veine les formes plus ou moins 
bizarres que l'on parvient à donner à cette veine par des dispositifs spéciaux 
d'orifice, mais bien la forme normale qu'elle affecterait après sa sortie d'un 
orifice régulier, circulaire ou rectangulaire. Pour analyser cette forme, il faut 
commencer par s'occuper de celle que prendrait un filet élémentaire de la 
veine, et, pour cela, supposer d'abord l'orifice très petit, circulaire si l'on veut. 

Considérons donc (fig. 3i) un orifice très petit 0, dont l'axe soit incliné 
d'un angle 8 sur l'horizontale passant par le centre de cet orifice et située 

Fig. 3i. 




•^^^^^^^^^^^^'^^^^^^^î^^ 



dans le plan vertical perpendiculaire à celui de l'orifice passant par ce môme 
point. 
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Si par l'orifice sortait, dans la direction de son axe, une molécule liquide 
lancée avec une vitesse initiale Vo, elle décrirait, dans le plan vertical que je 
viens d'indiquer, une trajectoire qui a été déterminée au numéro 5o, cha- 
pitre n de l'introduction; c'est une parabole, représentée sur la figure par la 
courbe OSD. Si Ton suppose maintenant que cette courbe devienne fixe, il 
est évident qu'elle sera suivie par toute molécule fluide s'échappant de l'orifice 
suivant la direction de son axe avec la vitesse initiale Vo, qu'avait tout à l'heure 
la molécule que nous avions considérée. Cette courbe est donc celle du filet 
s'échappant de noire très petit orifice avec la vitesse Vo, due ici à la charge OB 
sur cet orifice. 

Reprenons maintenant l'équation de la courbe, qui est l'équation (3i) du 
numéro 5o, 

Les z sont comptés de bas en haut à partir de point et les x sur l'horizon- 
tale Ojî. Pour approprier cette équation au cas qui nous occupe, il suffit d'y 
faire Vo=y/2g^H, H étant la charge sur le centre de l'orifice, et Ion aura 

I-ies valeurs de l'amplitude OD = A du jet et de sa montée SE = M seront 
données par les expressions (33) et (34) du numéro 5o, qui deviennent ici , 
en y substituant pour Vo sa valeur i/ag^H, 

(33') a?=0D = A==2Hsin2(î, 

(34') z=SE«M=Hsin'5. 

Si l'on veut, d'ailleurs, rapporter la parabole à ses axes, en comptant mainte- 
nant les % de haut en bas, il sufiîit de déterminer le paramètre sp dans l'équa- 
tion 

s 

qu'elle comporte pour ce cas, en faisant passer la courbe par le point D, dont 
les coordonnées, par rapport au sommet S pris pour origine, sont : 

a?«-«=Hsina^, 
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d'où Ton déduit 

2p = /iHcos S, 

et l'équation de notre parabole sera, dès lors, 

Avec cette équation, rien n'est plus facile que de calculer lamplitude qu'at- 
teindrait le jet à une hauteur donnée au-dessous de l'orifice. Elle donnerait, 
en effet, le point S étant déterminé par la montée SE = Hsin S, l'ordonnée 
qui correspondrait à l'abscisse SF = SE + EF, EF étant la hauteur donnée au- 
dessous de l'orifice. L'ordonnée étant ainsi calculée, il suffirait de l'ajouter à 
la longueur constante OE==-=H sin fàS pour avoir l'amplitude cherchée. 

Si l'on suppose maintenant que l'axe de l'orifice soit horizontal, la parobole 
ON qui correspond à ce cas a pour équation, puisque 5=o, 

qui n'est autre chose que l'équation (35) du numéro 5o,/dans laquelle on 
aurait remplacé V© par sa valeur actuelle v/âgîT 

On déduit de ce rapprochement le théorème suivant, qui ne manque pas 
d'intérêt : 

Un jet fluide sortant horizontalement d'un orifice tend^ de même qu'un projectile 
lancé horizontalement y à tracer une parabole dont le paramètre est ^al à quatre foi^ 
la hauteur due à la vitesse de sortie. 

Ce théorème définit la forme que tend à prendre l'axe de toute veine fluide 
débouchant à l'air à sa sortie 'd'un orifice quelconque. 

L'équation (3i'^) permet de calculer facilement l'amplitude MN du jet; 
elle donnerait, d'ailleurs, 

" Ut' 

et, si l'on désigne par V la vitesse due à celte hauteur, on aurait 



v-v^P-v/î-i 



formule qui permet de déterminer la vitesse en un point quelconque de la 
courbe en mesurant ses coordonnées. C'est ainsi que Michelotti a déterminé 
les vitesses correspondant à des hauteurs variables z, en mesurant sur chaque 
trajet les valeurs de x qui correspondaient à des valeurs données de z. 
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Si Taxe de l'orifice était vertical, le filet fluide serait, suivant les cas, lancé 
de bas en haut à partir de Torifice, ou bien de haut en bas. Dans Tun comme 
dans l'autre cas, il suivrait les lois de la chute des graves, que nous avons 
exposées au numéro 69, chapitre n, et serait soumis à Téquation 

2 j-g ^ 

qui, en remplaçant ici -^ par sa valeur H, donnerait 



Si Torifice était disposé de manière à lancer le filet de bas en haut, ce qui est 
le cas des jets d'eau verticaux, z deviendrait négatif dans cette équation, et si 
l'on compte les z de bas en haut, elle s'écrirait ainsi qu'il suit : 



V=v/2^(H-4 

La comparaison de ces deux formules montre que, dans le cas du mouvement 
de haut en bas, la vitesse va constamment en augmentant, tandis que, dans 
celui du mouvement de bas en haut, elle va en diminuante mesure que le jet 
s'élève , c'est-à-dire que z augmente, et s'annule pour la valeur z==H, soit au 
moment oii le jet atteint la hauteur due à la vitesse de sortie de l'orifice, liau- 
teur qui est ici la différence de niveau entre le plan horizontal de l'orifice et 
celui de la retenue du réservoir duquel s'échappe le fluide. 

Les résultats auxquels nous venons d'arriver pour un filet fluide seraient 
encore vrais pour un faisceau de filets, c'est-à-dire pour un orifice qui ne 
serait plus très petit, à la condition que les filets restassent à très peu près 
parallèles, et l'on peut alors substituer à la vitesse V, dans la section très 
petite d'un filet, la vitesse moyenne U dans la section normale du faisceau de 
filets ou de la veine sortant de l'orifice. 

Il nous reste, maintenant que nous connaissons la forme des courbes dé- 
crites par les veines après leur sortie des orifices avec charge sur leur som- 
met, à chercher la loi que tend à suivre la variation de leur section transver- 
sale, et, pour cela, nous commencerons par examiner le cas d'un jet lancé 
verticalement de haut en bas ou de bas en haut par un orifice dont le plan 
serait horizontal. 

Supposons (fig. 3a) que co représente le rayon r^ de l'orifice de sortie 
dont l'axe Boz est vertical, et que mn représente le rayon r d'une section hori- 
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zontale de la veine faite à une distance on = z au-dessous de Torifice, et faisons 

une coupe verticale de la veine passant par son axe; nous compterons les z, 

„. ^ sur cet axe, de haut en bas, le centre o de l'ori- 

Fig. 3a. \ 

A _^-. - j, ficc étant pris pour origine et les r étant comptés 

^ "'^"''•""-^.^ -'^"^ sur l'horizontale oc)\ intersection d u plan horizontal 

N: ; .; de l'orifice avec le plan vertical de coupe. 

£ .X .>«_ Si l'on suppose que la permanence du mouve- 

mba ment continue à subsister au delà de l'orifice de 
sortie, et que nous désignions, d'ailleurs, par Uj 
et U les vitesses moyennes dans la section de l'o- 
rifice et dans une section quelconque correspon- 
dant à l'ordonnée z, l'équation du mouvement sera, aux notations près, celle 
quQ nous avons déjà rencontrée si souvent : 

U^_11V_ 
^g ^g ' 



et si H désigne la charge sur l'orifice qui donne U^ = y'2g'H, cette équation 
deviendra 

Mais, d'un autre côté, la permanence du mouvement entraîne, par l'équation 
de continuité, la condition 

d'où 






et cette valeur de U, substituée dans l'équation précédente, conduira à la sui- 
vante : 

h à H 

qui est l'équation d'une hyperbole du Ix^ degré en r. Elle montre tout de suite 
que,pour :;=o, on a r=;r^ et que r diminue à mesure quez augmente, pour 
devenir nul pour 2;==» 00; la courbe a donc l'axe vertical de l'orifice pour 
asymptote. 

Si nous supposons maintenant que z devienne négatif, c'est-à-dire que l'ori- 
fice lance son jet de bas en haut, r, qui sera égal à r^ pourz==o, deviendra 
infini pour z= — H, c'est-à-dire lorsque la montée du jet d'eau deviendra 
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égale à la charge snr Torifice, et la courbe aura, dès lors, pour seconde 
asymptote la trace AB du plan horizontal de la retenue sur le plan vertical 
des coordonnées. La figure générale de la coupe verticale de la veine est donc 
représentée par l'hyperbole pcinq^ et la forme de cette veine est, dès lors, celle 
d'un hyperboloïde de révolution autour de l'axe vertical de l'oriGce. Il suit de 
là que toute veine lancée de bas en haut va en s'épanouissant à mesure qu'on 
se rapproche de la hauteur de retenue au-dessus de l'orifice, et que toute veine 
lancée de haut en bas va en s'amincissant à mesure que Ton descend au- 
dessous de l'orifice. Si ces déductions théoriques ne se vérifient pas entière- 
ment par l'expérience, c'est que la résistance de l'air et surtout les vibrations 
qui accompagnent tout écoulement fluide font que la masse de la veine tend 
à se diviser sous leur influence, et il se produit entre les éléments de cette 
masse une espèce de dissociation qui détruit la continuité dans le mouve- 
ment. 11 n'en est pas moins vrai que, dans les limites au delà desquelles la 
continuité n'existant plus aucune théorie n'est plus possible, tout le monde 
peut constater l'amincissement et l'épanouissement progressif des veines ver- 
ticales suivant qu'elles sont lancées de haut en bas ou de bas en haut, et 
l'on ne saurait dire, dès lors, que la théorie telle qu elle vient d'être exposée 
soit en contradiction avec l'expérience. 
Ajoutons maintenant que l'équation 

de laquelle nous sommes parlis pour l'analyse qui précède dans le cas d'un 
jet d'eau vertical est vraie, comme on l'a déjà vu plus d'une fois, quelle que 
soit la forme de la trajectoire ou de l'axe du filet, et elle s'appliquerait, dès 
lors , tout aussi bien à la parabole des jets d'eau inclinés. Pour toutes les 
valeurs de z qui seraient au-dessous de l'horizontale Ox (fig. 3i), c'est-à-dire 
pour la partie OS de la courbe, le jet tendrait à s'épanouir à mesure qu'il mon- 
terait vers le point S, et à s'amoindrir dans la partie SD de la courbe à mesure 
qu'il s'éloignerait du même point dans sa descente» C'est ce qui explique l'ex- 
trême variété de formes à laquelle on peut arriver dans les gerbes d'eau en 
variant les inchnaisons des jets dont on les compose. 

103. Ecoulement de Veau par un déversoir. Lorsque l'écoulement se fait 

par un déversoir, le niveau supérieur AB (fig. 33) de la retenue s'infléchit, à 
partir d'un certain point B, pour prendre la courbure BC; il s'établit ainsi 
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à la surface deja nappe d'eau une chute EG, et la veine, après avoir franchi 

le sommet D du déversoir, tombe 
à l'air libre avec une forme pa- 
rabolique analogue à celle qui 
a été indiquée au numéro pré- 
cédent pour la veine qui jaillit 
d'un orifice avec charge sur son 
sommet. 
Désignons par ûo l'aire de la section transversale du réservoir au point B 
où la dénivellation commence , par û^ l'aire de la section verticale suivant la crête 
du déversoir, par H la hauteur DE du point B au-dessus de celte crête, par h 
la chute EG, par Uo et U^ les vitesses moyennes dans les sections Ho et ù^ En 
supposant que l'écoulement se fasse par filets indépendants et sensiblement 
parallèles à ABG , que la pression soit celle de l'atmosphère en tous les points 
de la section GD et que, de plus, cette section verticale GD puisse être censée 
normale aux filets, on arriverait, en appliquant à ces filets le principe des 
forces vives, comme nous l'avons fait pour l'écoulement par les orifices avec 
charge sur leur sommet, et en introduisant ensuite les vitesses moyennes, à 
l'équation 

Si l'on suppose le mouvement permanent, l'équation de continuité donnera 

* 



et l'on déduira de ces deux équations 






et si O^ est d'ailleurs très petit par rapport à lîo> ce qui arrive presque tou- 
jours en pratique , on aura 



(\) 



Uj^X/ag-A, 



''.y 



> :. 



expression identique dans sa forpie avec l'expression (X) , donnée au numéro i o i 
pour la vitesse à la sortie d'un odfice avec charge sur son sommet. 
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La première des équations écrites plus haut donnerait d'ailleurs ausdi 



et cette dernière montre que ce n'est qu'à la condition que Uo soit nulle que lex- 
pression ÇkA peut être admise dans toute sa simplicité. Il faut donc, pour pou- 
voir employer cette expression, mesurer h en un point situé à une assez 
grande distance en amont du déversoir pour que Teau y soit stagnante, et, s'il 
existait dans le réservoir un courant appréciable, c'est la formule (XA qu'il 
faudrait employer au lieu de la formule (\). 

Si l'on désigne maintenant par / la largeur du déversoir mesurée sur sa 
crête, et par e l'épaisseur CD de la lame d'eau sur le déversoir, on aura 

et le débit par seconde q^^Clfi^ aura pour expression : 



Il existe certainement entre H et A une certaine loi qui les fait varier l'un en 
fonction de l'autre, mais cette loi est encore à trouver, et l'on n'y peut sup- 
pléer, quant à présent, que par des hypothèses. On peut la déterminer par 
cette condition que q. soit un maximum, ce qui donnerait 

dq 

En différentiant l'équation (f-A^ on arrive à la relation 
et en y substituant cette valeur de A, elle deviendrait 



9^ = o,385/Hy/3ÂH. 

Nous sommes donc conduit à représenter le débit q d'un déversoir par une 
expression de la forme 

ou tien 



3 



3n. 
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m établi un coefficienl de réduction du débit analogue à celui que nous avons 
été obligé d'admettre pour la dépense des orifices avec charge sur le sommet, 
et dont la valeur devrait être détenninée par l'expérience pour chaque dispo- 
sitif particulier de déversoir. La formule (fiA devrait, d'ailleurs, en tout état 
de cause, être affectée d'un coefficient analogue, et les formules ((jlA et (fiA 
ont sur elle le grand avantage de ne plus contenir A, dont la valeur est très 
difficile à mesurer sur place, tandis que H, qui entre seule dans ces formules, 
s'obtient au moyeu d'une opération des plus simples par la seule lecture d'une 
échelle placée en amont du déversoir. 

10^. Efforts exercés sur les parois (Tun vase par un fluide incompressible en 
inouvemeni^ — Supposons, pour fixer les idées, que le fluide se meuve dans 
un tuyau. Le fluide et la paroi forment un système que l'on peut regarder 
comme libre, à la seule condition de remplacer les obstacies fixes par des forces 
égales aux efforts supportés par ces obstacles et dirigés en sens contraire, de 
8orte que la question est ramenée à celle du mouvement du fluide sous l'ac- 
tion de ces forces et de la pesanteur. 

Reporlons-noûs à la figure a 3 du numéro 89 qui nous a déjà servi dans 
Tanalyse du mouvement d'un fluide incompressible pesant et, conservant les 
notations établies à ce numéro, désignons, de*plus, par F^, F , F^ les résul- 
tantes partielles suivant les axes des x^ y, z des forces égales et contraires aux 
efforts supportés par les parois. 

V étant la vitesse dans une section quelconque HT (fig. 28) à l'époque ^ les 
composantes de cette vitesse suivant les axes auront pour expressions : 

yrf^ yrfy yrfz 



et les composantes de l'accélération vaudront 



d /y dx\ d (y dy\ d /y dz\ 

dtVd^r JtVdi)' dtVdi)' 



j désignant ici des dérivées prises, non plus sur place, mais en suivant une 
même molécule pendant un instant dt. 

La masse de la tranche oûds est pcods^ p désignant toujours le poids de 
l'unité de masse constant; et, puisque le fluide est incompressible par hypo- 
thèse, les composantes de l'accélération, multipliées par pojds, donneront des 
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composantes égales et contraires à celles des inerties, et ces dernières ont, dès 
lors, pour expressions : 



-pf^siv^)- -pj-fc^vâ')' -pJ-i-sCv^ 



)■ 



Les intégrales étant prises entre la section supérieure MN (fig. a 3) de la 
colonne fluide et la section quelconque RT que nous considérons, il suffira, 
pour avoir les équations du mouvement, d'écriFe les équations d'équilibre entre 
ces dernières composantes, prises en signe contraire, et celles de la force F 
et de la pesanteur. Les équations (A), données au numéro i *i (cliap. i de l'in- 
troduction), deviennent ici : 

F, + p/a»;. ^, (V ^ ) - pff JW. _ o. 

On a d'abord , en effectuant les opérations et supposant les filets invariables 
de forme, 

dty ds )^\dt "^ dsdtjds '^^ ds\d8 }dt' 

et si nous désignons, comme au numéro 89, par eo' une section donnée et 
par y la vitesse dans cette section, nous aurons, d'après l'équation de conti* 
nuité , 

^ V = eoT, 
doù 

dt'^ Où dt 

et 

De ces relations et de celle qui a été écrite plus haut, en remplaçant, d'ail- 
leui's, j par V qui lui est égal, on déduit 

diV dêj" cj dt ds'^^ ojliWds)' 

On trouverait des expressions analogues pour jA^ ^) et jA^^p et en les 



\ 
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substituant dans les trois équations de l'équilibre dynamique posées plus 
haut, celles-ci deviennent 

d'où Ton déduit, en effectuant l'intégration, 

1< ^ = const. — p6) -^x — pùj Y --^^ 
r =const. — pw -rry — pùd y -^^ 
F^ = const.-pw-^2;-pw V -j^ + pgj^ds. 

Désignons maintenant par ao, (So, yo et a^, (3^, y^ les angles que fait l'axe du 
tuyau avec les axes des coordonnées x^ y, z pour les sections extrêmes MN, 
PQ (fig. 2 3), qui correspondent aux valeurs So et s^ de s. On déterminera les 
constantes de manière que F^=o, F^==o, F^=o pour a?=a?o? y==yo» 2; = Zo, 

dx du /^ dz A •! • j 

2^ = co8a„, ^ = co8|3<„ ^=cosy„, et il viendra 

ri idM' / \ »2i7»2 /\ dx C08 œ,\ 

/ \ 11? / rfV / \ ^\j^ ( 1 dtf ces ÔA 

et, si l'on veut avoir les efforts relatifs à la colonne entière, il faut, dans ces 
expressions, faire x=-x^, y = y^^ 2^=^^. ^ = cosa, ^ = cos(S^, J^^cosy^, 

c») = c»)^; elles deviennent, en désignant d'ailleurs par P le poids pgi ^oôds de 
la colonne, 

T? / rfV / \ '2^T/2 / C08 «• COS OL^ \ 
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Ces formules montrent que, pour un même système de valeurs de ^' et V, les 
valeurs de F^, Fy » F^ restent les mêmes entre les sections extrêmes de la colonne 
en mouvement, pourvu que les aires et les inclinaisons de ces sections ne 
changent pas; de sorte que les efforts sont absolument indépendants de lafgure du 
tuyau entre les deux sections extrêmes de la colonne. 

Il est essentiel de se rappeler que l'analyse qui vient d'être faite suppose 
toujours la section du tuyau assez petite pour que tous les filets traversant 
cette section y soient animés de la même vitesse; de sorte que les expres- 
sions /tïT^) ne s'appliqueraient rigoureusement qu'à un vase de section très 
petite, et pour les appliquer avec quelque exactitude à un vase de section quel- 
conque, en y introduisant les vitesses moyennes, il faudrait que l'écoulement 
fût tel que l'on pût regarder les filets comme sensiblement parallèles. 

Si le mouvement était permanent, il faudrait, dans les équations O^A^ f^ire 

et, en y remplaçant d'ailleurs w^V^ par q^ exprimant le débit par seconde 
constant dans ce mouvement, elles deviendraient 

F' ^/cos eu C08a,\ 

expressions remarquables par leur simplicité et leur symétrie. 

Si la section supérieure était horizontale et la section inférieure verticale, 
comme cela arrive le plus ordinairement et notamment pour iin réservoir dans 
la paroi duquel est ouvert un orifice, les équations ('cr^)» en y donnant à 
«0» /3o, yo et a^, jSj, y| les valeurs qui conviennent à ces deux cas, se rédui- 
raient aux deux suivantes : 

F Si^, 

K) I ' "' 



««'o 



La première de ces équations donnerait l'effort horizontal que produit la sortie 
du fluide par l'orifice, et si l'on y remplace q^ par sa valeur w^V^ et Vj par sa 
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valeur y/a^Çj , K^ étant la charge sur le centre de i orifice, elle devient, en se 
rappelant que Tr = pg, 

Cette expression montre que le vase tend à être repoussé en sens inverse de la 
vitesse de sortie par une force mesurée par le poids d!une colonne d*eau ayant pour 
hase la section de Vorifice et pour hauteur le double de la charge. Cette réaction 
horizontale, dont l'évaluation serait d'ailleurs tout autre si l'on tenait compte 
des frottements , des contractions de la veine, etc., explique diverses expériences 
de physique, et notamment celle de la roue à réaction. Elle explique tout aussi 
bien le recul du canon lorsqu'il lance un projectile d'une masse suffisante 
pour que la réaction horizontale puisse vaincre l'inertie de la pièce et de son 
affût, ou plutôt les frottements de ce dernier contre le sol. 

Si les deux sections extrêmes étaient toutes deux horizontales , ce qui arri- 
verait pour un réservoir vidant de fond , les équations {ys^ , en y introduisant 
les valeurs de a©, (3o, yo et a^, (3^» 71»^"^ caractérisent ce cas, se réduiraient 
à une seule : 

(^.) F,=-m;(5;-ï)+''- 

La réaction horizontale disparait dans ce cas, comme on devait s'y attendre, 
et l'effort vertical subsiste seul. Ou remarquera d'ailleurs que, si l'on avait 
û^o=^i> cette expression se réduirait au poids de la colonne d'eau. 

Il faut remarquer maintenant que le premier terme de l'expression Om^ 
de F^ ne reste négatif qu'à la condition que l'on ait (ù^^ùô^. Or on a déjà vu 
au numéro 89 que cette condition était la condition nécessaire pour que le 
mouvement pût devenir permanent, et, dès lors, on peut déduire de la forme 
de l'équation Ots\ que l'effort jw'wn vase à axe vertical reposant par sa base sur un 
appui exerce sur cet appui est moindre lorsque le fluide contenu dans le vase est en 
écoulement permanent par un orifice percé dans le fond que lorsqu'il est en équilibre 
ou en gouvernent unifàrme^ puisque pour c»)j<:Wo le terme entre parenthèses 

(~ — — j reste toujours positif, et que, par conséquent, Y^^^V — pq A- — — j 
est plus petit que P. 

105. Mouvement d un corps solide dans un fluide. — La question du mouve- 
ment des solides dans un milieu fluide est une des plus difficiles à soumettre 
à l'analyse, à cause de l'ignorance profonde où l'on est encore des lois de la 
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résistance des milieux, comme je lai déjà fait remarquer au numéro 5i. Aussi 
me bornerai-je aux ipdications les plus rudimentaires de la théorie à esquis- 
ser, sauf à affecter ses résultats de coefficients à déterminer par l'expérience 
dans chaque cas particulier, comme on a été conduit à le faire pour les coef- 
ficients de réduction de la dépense des orifices. 

Considérons (fig. 34) un corps ABCD solide et fixe dans le courant d'un 
fluide incompressible pesant dont Taxe longitudinal soit la ligne MN, et suppo- 
sons le mouvement du fluide uniforme, ce qui permet d'admettre qu'il ait lieu 

par filets rectilignes et pa- 

Fig, 54. 11 1 

ralièies à cet axe. Voyons 

donc ce qui se passera dans 

un filet mn qui resterait 

parallèle àMN, sanslapré- 

== sence du corps solide. Le 

filet sera dévié par cet ob- 

Q stacle , de la forme duquel 

dépendra le degré de cour- 
bure qu'il prendra. Cette courbure diminuera, d'ailleurs, à mesure que l'on 
s'éloignera du corps dans le sens transversal PQ , pour disparaître à une cer- 
taine distance du corps. Les courbes de déviation présenteront vers leur mi- 
lieu leur concavité abcd à l'axe MN et auront nécessairement deux inflexions 
en 6 et c près des points a et d, où les filets abandonnent leur direction pri- 
mitive parallèle à MN ou y reviennent. De plus, les sections des filets fluides 
seront moindres dans les parties recourbées que dans les parties droites, parce 
que dans le plan PQ leur somme est diminuée de la section entière du corps. 
Donc les vitesses seront notablement plus grandes sur les faces BC, AD du 
corps qu'à l'amont; d'où il suit que la pression à l'amont est, en compensa- 
lion, notablement plus forte que sur les côtés. On peut considérer le filet 
mabcdn comme coulant dans un tuyau à enveloppe solide et déterminer, dans 
cette hypothèse, l'effort exercé sur la paroi du tuyau parallèlement à l'axe MN. 
On se servira, à cet effet, des formules données au numéro précédent. En 
admettant que les efforts ainsi calculés se transmettent d'un filet à l'autre, il 
en résultera que la face antérieure AB du corps solide fixe subira une pres- 
sion égale à leur résultante, et qui sera évidemment plus grande que celle 
qu'il supporterait si ce fluide était stagnant. Je ferai d'ailleurs ici les obser- 
vations suivantes. i° Les filets ont leur section minima suivant PQ là où la 
somme de toutes leurs sections est diminuée de toute la section même AB 

Traité d^hydrauiique. — I. 3i 
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ou CD du corps; les vitesses vont en augmentant depuis a jusqu'à q et, par 
suite, les pressions diminuent de a en f, car on a ici le long d'un même Blet 
^ H — = const. , sauf les petites dénivellations. 2** Si Tépanouissement (ou dila- 
tation latérale des filets) très rapide de j en rf n'entraînait pas une perte de 
charge sensible du genre de celles que l'on admet pour les frottements, la 
somme ^ H — se maintiendrait constante de a en rf, et V y retrouvant les mêmes 
valeurs qu'à l'avant, c'est-à-dire de f en a, les excédents de pression pro- 
duits à l'avant se reproduiraient à l'arrière et, par suite , le corps n'éprouverait 
en somme aucune poussée d'amont en aval ni d'aval en amont. Mais il y a des 
pertes de charge dues à l'épanouissement produit de q en d (jui y réduisent la 
somme -H — ; en sorte que, lorsque la vitesse translatoire V redevient à l'ar- 
rière la même qu'à l'avant, la pression p y est notablement plus petite. Il y a 
donc trois choses ici : 1^ à l'avant, augmentation de la pression par suite de 
la diminution de la vitesse et diminution de la force vive qui se transforme 
partiellement en pression; a^ sur les côtés, diminution de pression (non-pres- 
sion ou succion) par suite de l'augmentation de — » ce qui entraîne une dimi- 
nulion de -; 3° à l'aval, diminution dépression aussi, par suite des pertes de 
charge dues à l'épanouissement des filets, ou, ce qui revient au même, par 
suite de la partie notable de force vive que les frottements changent à l'arrière 
en force vive de tourbillonnements, puis en chaleur, et qui est perdue pour 
l'écoulement ultérieur. 

Sans ces frottements, il n'y aurait pas de perte de charge à l'arrière, et les 
pressions y seraient aussi fortes qu'à l'avant, en sorte que le corps n'éprouve- 
rait aucune poussée générale de la part du fluide. 11 importe de remarquer, 
d'ailleurs, que le fluide extérieur à bc ne peut pas supporter les pressions dues 
aux forces centrifuges de ce filet, ou du moins ne peut pas les supporter en 
vertu d'un excès de pression qu'acquerrait ce fluide extérieur à bc; car sur PQ 
et un peu loin du corps, les pressions restent les mêmes qu'avant et ne peu- 
vent pas devenir plus grandes. Ces forces centrifuges déterminent donc sim- 
plement une succion ou diminution de pression sur le flanc BC, et elles sont 
alors équilibrées par l'excédent de la pression primitive , qui s'exerce un peu 
loin du corps, sur la pression en BG. » 

L'expression des efforts que nous avons à considérer ici serait donnée, si 
les frottements, à l'aval du corps surtout, étaient négligeables, par les valeurs 
de F données au numéro précédent, l'axe MN du parallélisme primitif des 
fitets étant pris pour axe des y. 
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Prenons la plus générale de ces expressions, celle qui fait partie du sys- 
tème isT^ du numéro lo/i, 






qui peut s'écrire ainsi qu'il suit : 



F =«.PlVcosfi-cosâ^^), 



OU, si l'on se rappelle que ir ou le poids de l'unité de volume a pour 
valeur pg et que J = ^j Vj , 



F «+^û, XL(cose --cosS ^*) 



Cette valeur, pour une valeur donnée de w^ et de V^ , ne variera qu'avec la 
quantité cos jS^ — cos ^^ — » c'est-à-dire avec l'inclinaison et le rapport des sur- 
faces des sections extrêmes 6)0 et co^ On est conduit, dès lors, à admettre que, 
pour des figures semblables du corps, les courbes des fiiets déviés doivent aussi 
rester des courbes semblables sur lesquelles les vitesses des molécules conserve- 
raient les mêmes rapports. D'où suivrait que, dans l'expression de l'effort cor- 
respondant à chaque filet, rien ne serait changé^ si ce n'est le facteur cû^^ qui 
varierait, lui, comme les carrés des côtés homologues des figures semblables 
qu'affecterait le corps solide, conservant toujours sa même densité constante 
sous ces différentes formes. On doit admettre encore, d'après ces considéra- 
tions, que, le corps conservant la même figure, les rapports des vitesses des 
«molécules fluides ne varieraient pas avec la vitesse du courant; d'où résulte- 
rait, d'après la formule précédente, que les efforts resteraient toujours propor- 
tionnels au carré de cette vitesse. 

Il résulte de ce qui vient d'être dit que l'effort F exercé sur un corps solide 
fixe par un courant fluide peut être représenté par une expression de la forme 

ou 

* g 

Q étant l'aire de la plus grande section transversale du corps (le maître couple 
dans un bateau), U la vitesse moyenne du courant et K^ un coefficient, à 
déterminer par l'expérience, qui resterait constalit pomr tous les corps de 

di. 
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figures semblables , mais qui changerait avec le type de figure. Si l'on désigne, 
d'ailleurs, par H la hauteur due à la vitesse U, la formule précédente peut 
encore s'écrire ainsi qu'il suit : 

F=7rÛ.2K^.H. 

D'où résulte que rejfort exercé contre le coiys peut être assimilé à celui (fune 
colonne de fluide dont la base serait la plus grande section transversale de ce corps et 
dont la hauteur serait le multiple de la hauteur due à la vitesse du courant indiqué 
par la valeur aK^ qui conviendrait au type de la figure du corps. 

Je ferai remarquer maintenant que ce qui vient d'être dit pour un corps 
immobile dans un fluide en mouvement s'appliquerait tout aussi bien à un 
corps en mouvement dans un fluide stagnant ou dans un fluide en mouve- 
ment lui-même, mais dont la vitesse serait difl^érentede celle du corps. Il sufii- 
rait, en efl'et, dans ce dernier cas, de prendre pour valeur de U la vitesse 
relative du corps et du fluide. 

La formule que nous venons d'écrire n'est, en définitive, qu'une formule 
empirique, dont la forme seule est indiquée parla théorie, mais dont le coef- 
ficient appartient tout entier à des expérimentations pratiques. 

Art. 2. — Mouvement de l'eau en tenant compte des frottements. 

S i". — Analyse générale. 

106. Premières indications. — Dans l'article précédent (n°* 83 à i o5), nous 
avons fait absolument abstraction des frottements. Nous avons supposé, en 
efl'et, le fluide d'une mobilité absolue, ce qui exclut l'idée des frottements 
intérieurs, et, quant aux frottements extérieurs, c'estrà-dire sur les parois , nous 
les avons négligés, en supposant ces parois parfaitement polies. 

Si cette abstraction peut, dans certains cas, conduire à des formules sufli- 
santes, comme cela arrive, par exemple, pour les dépenses des orifices avec 
charge sur le sommet, il n'en est plus de même des courants d'eau se mou- 
vant soit dans des tuyaux, soit dans des canaux découverts, dont les parois, 
plus ou moins rugueuses, sont l'origine de frottements qui influent de proche 
en proche et finissent par faire sentir leur efl'et dans toute la masse pour en 
retarder le mouvement. Tant que l'aire de la section transversale du courant 
ne varie que d'une njanière insensible d'une section à l'autre, soit en plus soit 
en moins, et que l'axe du mouvement se compose lui-même de courbes con- 
tinues et se raccordant graduellement les unes avec les autres, on peut, tout 
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eu faisant entrer en compte ie frottement sur les parois, admettre encore un 
quasi-parallélisme des filets et appliquer alors, à de très légères modifica- 
tions près, les principes de l'article i**; mais il n'en est plus de même lorsque, 
par suite de la disposition du courant, celui-ci présente des rétrécissements ou 
des élargissements notables d'une section à l'autre. Il devient alors impossible 
de considérer les filets comme parallèles et absolument nécessaire de tenir 
compte de leur courbure. 

Pour analyser cette difficile question du mouvement de l'eau en tenant 
compte des frottements, au moins dans ses points principaux, je ne saurais 
mieux faire que d'emprunter mes déductions à l'excellente élude sur les eaux 
courantes de M. Boussinesq, qui a été insérée aux tomes XXIII et XXIV du 
recueil des Savants étrangers, et publiée ensuite en un volume intitulé: Essai 
sur la théorie des eaux courantes. Mais avant de passer à la question générale, 
telle que cet habile géomètre l'a traitée, je dois indiquer la solution approxi- 
mative que peut donner la théorie exposée à l'article précédent, dans les cas 
où la nature du courant permet de regarder, sans trop grande erreur, les filets 
comme à peu près parallèles. 

107. Solution approximative que Von peut tirer de la théorie exposée à îar^ 
ticle i*'". — En maintenant l'hypothèse de la mobilité absolue, qui est la base 
de la théorie exposée à l'article t", et en admettant de plus le quasi-paraïlé-- 
lisme des filets, il ne resterait plus qu'à tenir compte du frottement sur les 
parois, et il suffira pour cela d'introduire dans les équations du mouvement 
l'expression de la résistance qu'il fait naître. 

Reprenons ici l'équation (a) du numéro 88, qui est la plus générale, 

y \ t (éN \dV \ dz i dp 

V*/ g\dt'^ ds J'^ds Ttds' 

et qui ne s'applique rigoureusement qu'à un faisceau de filets dont la section 
normale à l'axe de ce faisceau serait très petite. 

Cette équation, qui a été déduite des équations indéfinies de l'hydrodyna- 
mique, peut aussi être établie, comme je l'ai montré au numéro 88, en par- 
tant du principe des quantités de mouvement, et il suffit, pour l'étendre au 
cas qui nous occupe maintenant, d'introduire dans l'équation de ce principe 
indiquée au numéro 88 le terme qui proviendrait de l'impulsion de la force 
représentant la résistance due au frottement. La force qui représente cette 
résistance est ce que nous avons appelé une force répartie, et il faut dès 
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lors la définir, câmme on la fait pour la pression. L'intensité dé la résistance 
due au frottement sera donc la résistance qu il produit sur Tunité de surface. 
Désignons, d'ailleurs, par x 1^ périmètre mouillé de la section normale ciô du 
courant; x d$ sera la surface de contact contre la paroi de la tranche dont d» 
est l'épaisseur dans le sens de Taxe, et, si F est l'intensité du frottement 
définie comme il vient d'être dit, F^^ sera la résistance du frottement sur 
cette surface de contact x^- Cette force est, d'ailleurs, de direction parallèle 
à l'axe, de sorte que la projection sur cet axe de son impulsion pendant le 
temps A( vaudra F^^^^- Si Ton introduit cette impulsion dans l'équation 
résultant du principe des quantités de mouvement avec le signe qu'elle com- 
porte, il est facile de voir que celle-ci deviendra 

^ 1 / g\dt ds ) d$ TT de ù> v' 

Si le mouvement était permanent, on aurait 



et cette équation deviendrait 



M 



rait 






L QAv 

iVdV 
g tU 


dz i dp 

~^dê Trdi 





Enfin , si le mouvement était uniforme , on aurait à la fois 

r 

d\ d\ 

^ = 0, ^^0, 

et l'équation précédente deviendrait 

/ \ dzidpyF 

V 3 / ds TT ds cjir 

Si le courant formé par le faisceau de filets que nous considérons était dans un 
canal découvert et que, par conséquent, z fût la coordonnée verticale du profil 
en long de la surface libre, celle-ci donnerait la condition 

dp = o, 
et les équations précédentes deviendraient : pour le cas général, 



(«■) i( 



dV ydV\^dz xF 
g\ dt"^ ds j"^ ds eyw' 
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m 



pour le mouvement permanent, 



M 



1 VdV dz xF 

g ds ds CUTT^ 



et pour le mouvement uniforme, 

Telles sont les équations différentielles du mouvement dont on pourra se 
servir dans la pratique chaque fois que les filets pourront être regardés comme 
sensiblement parallèles d'une section à l'autre. 

Les équations («g)» (a'^V multipliées par dsy peuvent s'intégrer immédiate- 
ment, sauf à ne faire qu'indiquer l'intégration pour le terme ^- ds, et il vient, 
si So^Vo^ po sont les valeurs de «, » et p qui correspondent à une valeur don- 
née Zq de 2;, 

V 2/ ^g ^g * \ ^ / J», ût» 



pour le cas d'un tuyau , et 



i^.) 



V2 V2 






Yds 



pour le cas d'un canal découvert 



Remarquons, maintenant, que l'équation de continuité donnerait 



y^V,fii>o 



co 



et, dès lors, on tire de l'équation (d^ la valeur de la pression : 

y-y,+»(.-.,)-iV,'(.-^')-j;,r^F*. ■ 

équation qui ne diffère que par le terme — 1 ir ^ F rfs de l'équation analogue 

trouvée au numéro 96. 

On arriverait, d'ailleurs, aussi à ces équations, ainsi que je l'ai déjà fait 
remarquer au numéro 9 5, au moyen du principe des forces vives combiné 
avec l'hypothèse du parallélisme des tranches. 

Il faut se rappeler que les équations qui viennent d'être écrites ne s'appli- 
queraient réellement que dans le cas où la section normale 6) serait très 
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petite, mais eiles s'appliqueraient encore avec une certaine approximation, le 
plus souvent suffisante dans les principaux cas db la pratique, en y introdui- 
sant les vitesses moyennes, et en prenant, sur le point où chaque section est 
coupée par Taxe, la différence de niveau z — Zq et la différence des hauteurs 
représentatives des pressions ^~^° ' Les équations {^^^^{^^^ s'appliqueront, 
d'ailleurs, d'autant plus exactement que l'écoulement s'approchera davantage 
du type du parallélisme des filets. 

Pour tenir compte des inégalités de vitesse que les frottements introduisent 
entre les divers filets, soit lorsque la section varie, soit même lorsqu'elle est 
constante, on a'cherché à introduire un coefficient de correction de l'expression 
de la force vive établie au moyen de la vitesse moyenne. 

Afin de conserver à l'équation du mouvement permanent la forme qui lui 
a été donnée dans la plupart des traités d'hydraulique publiés jusqu'ici, j'ai 
désigné par 00 non plus, comme précédemment, la section d'un filet ou d'un 
faisceau très petit de filets parallèles, mais la section totale du courant, de 
sorte que doô serait maintenant la section élémentaire. Si V désigne la vitesse 
dans cette section élémentaire dod^ et U la vitesse moyenne dans la section 6), 
on aura, d'après la définition donnée de la vitesse moyenne au numéro 100 , 



ÙD 



U = JVrf«o , 



le signe | s'appliquant à toute la section w. La force vive, correspondant à la 

1 • • • /* s 

vitesse V et à la section don pour un temps très petit Af , vaudrait Ae • p I V ^6), 

la masse écoulée pendant ce temps ayant pour expression p\ dco. A^ Si l'on 
estimait cette force vive au moyen de la vitesse moyenne, son expression serait 
^t.pù)\] . Or il est facile de voir que l'on a 



/ 



V rfw:>U ù). 



Il suffit, pour cela, de poser, comme Ta fait M. Bésal (page 3is du tome II 
de son traité de mécanique ) , 

ce qui, eu égard à la relation 



entraîne à la suivante : 



I s rfw = ; 
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mais, en vertu de ces deux dernières relations, l'intégrale jy da devient 

fv'rfw = if w H-Js^ ( aU + V) (fw . 

Or l'intégrale je ( aU + V Ww est toujours un nombre positif, lors même que 
e serait négatif, d'où résulte que l'on a toujours 



t.* 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il suit de là que, si Ton veut appliquer les équations (rf^)» (^2) ^ ^" ^^^"" 
rant de section quelconque, il faut les écrire ainsi qu'il suit : 

(/) «("-î^')=.-..-(^-)-ij:jF.. 

pour un luyau, et 

pour un canal découvert, a étant un coeflicient plus grand que l'unité, qui 
a pour valeur 

C'est sous la forme qui vient d'être indiquée par les expressions (/) , [e") que 
l'on trouve écrite l'équation du mouvement permanent dans les traités d'hy- 
draulique et d'après les travaux de Poncelet, Bélanger, Goriolis etVauthier, 
qui se sont servis du principe des forces vives pour arriver à cette équation. 
On a beaucoup discuté sur le coefficient a, dont la valeur peut varier entre 
1,10 et i,/&o, suivant les dispositions locales du courant; mais je ne m'arré^ 
terai pas ici plus qu'il ne faut sur ce point, me contentant d'indiquer ces 
limites, sauf à aborder plus loin la question d'une manière plus exacte. 

108. Valeur à attribuer à F. — Il me reste maintenant à déterminer la 
valeur de F qu'il faut mettre dans les équations du numéro 107. Des expé- 
riences de du Buat et de Girard ont conduit à admettre que la résistance au 
mouvement d'un fluide g][issant sur une surface solide était proportionnelle à 
la surface de contact, à la densité du fluide, au carré de la vitesse, et indé- 
pendante de la pression, ce qui revient à admettre que cette résistance est repré- 

Traité d^hydraulique. — I. 3'J ^ 
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sentée par une colonne de fluide ayant pour base la surface de contact et pour hauteur 
la hauteur due à la vitesse du courant. 

La surface de contact d^une tranche élémentaire cods du courant sera 
exprimée par x ^^9 ^^ l'expression de la résistance du frottement de cette 
tranche élémentaire serait, d'après ce qui vient d'être indiqué, 

f 'Tryas — i 

/étant un coefficient qui varierait avec la nature plus ou moins rugueuse de 
la paroi, mais resterait constant pour une même nature de paroi. On pourra 
donc, puisque F^^ représente aussi, comme on l'a vu plus haut, cette résis- 
tance due au frottement de la tranche côds sur la paroi , écrire 



d'où l'on tire 



et si l'on pose 



FW«= ÎTtyds — ; 






on aura 
\n) F = 7rB,U2 = p^.B^U^ 

109. Equation du inouvemenl uniforme; détermination de F. — Considérons 
maintenant l'équation (ol'A qui convient au mouvement uniforme dans les 
canaux découverts, la plus simple de toutes, 

Dans le mouvement uniforme, tous les filets sont rectilignes et parallèles, de 
sorte que l'intereection de la surface libre' du courant et de toute nappe paral- 
lèle à cette surface par un plan vertical passant par l'axe du courant est une 
ligne droite faisant avec l'horizontale un angle dont le sinus est 4 ou ayant 
sensiblement une pente j- par mètre ('\ Si l'on désigne cette pente, constante 
dans le mouvement uniforme, par t, et par R le rapport - de l'aire de la sec- 

^^^ On sait que la vraie pente par mètre que 1 on considère en pratique n'est pas le sinas -^ de 
Fangle, mais bien sa tangente -j====z.\ ces deux expressions diffèrent très peu lorsque l'angle 
est très petit, ce qui arrive toujours ici. 
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tion à son périmètre mouillé, rapport que l'on appelle rayon moyen^ l'équation 
du mouvement uniforme deviendra, en ayant égard à la relation F = 7rB^ 11^, 

■ 

Cette équation donne un moyen pratique très simple de déterminer expé- 
rimentalement les valeurs de B^ et, par conséquent, de/et de F pour diverses 
natures de parois. H suffit de faire couler dans des canaux rectilignes de sec- 
tion uniforme, mais ayant des parois de rugosité différente, un <5ourant 
d'eau dont le débit constant serait connu d'avance. Si q est ce débit, on aurait 

Cl) 

w, R^ et tse déterminent, d'ailleurs, par des opérations de mesurage et de"" 
nivellement très simples, et q est donné. On pourra, dès lors, tirer de l'équa- 
lion (a^) la valeur de B^, qui est 

D Rt Rmi&)- ^ 
^1 "" U-^ "^ q'^ ' 

Supposons qu'un premier canal ayant la pente i (dans le mouvement uni- 
forme la pente de superficie est la même que la pente de fond) ait un débit j, 
et que la section mouillée qui s'établira dans le canal pour ce débit soit w', on 
aura 

B'j étant la valeur numérique de B^ pour ce canal. 

On prendra ensuite un second canal ayant toujours la pente i, mais avec 
des parois plus rugueuses que celles du premier : pour débiter le même débit q^ 
il s'y établira une section mouillée cô", et l'on aura 

et ainsi de suite, de sorte qu'on pourra faire une table des valeurs de Bj qui 
correspondent aux diverses natures de parois et en déduire chaque fois les 
valeurs de F = 7rB U , puisque, dans chaque expérience, onaur.'x la valeur de 

En réalité, le coefficient B^ n'est pas un nombre constant pour une paroi 

39. 
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donnée, et il varie un peu avec le rayon moyen, mais certainement fort peu 
ou très lentement lorsque le rayon moyen dépasse l'unité. L'expression 

elle-même ne serait, d'ailleurs, d'après les expériences de Girard, rigoureuse- 
ment vraie que pour la vitesse à la paroi et non pour la vitesse moyenne, car 
il est absolument évident que l'influence du frottement à la paroi va en dimi- 
nuant à mesure que les filels s'en éloignent davantage; de sorte que l'équa- 
tion précédente reposerait en définitive sur une assimilation du mouvement 
d'un fluide contre une paroi solide avec celui d'un corps solide sur un plan 
incliné. On regarde le fluide comme se mouvant tout d'une pièce ou par 
tranches parallèles normales à l'axe du courant, avec une vitesse moyenne 
invariable , et l'on ne tient compte du frottement que comme force retarda- 
trice constante par rapport à ce mouvement d'ensemble , tandis qu'elle varie 
en réalité avec la position de chaque Blet dans la section transversale, et il en 
résulte nécessairement des frottements intérieurs que l'on suppose, pour ainsi 
dire, infinis, en les jugeant capables d'égaliser ainsi toutes les vitesses. 

Il n'est pas sans intérêt de mettre en évidence cette assimilation entre le 
mouvement uniforme d'un fluide incompressible pesant, basé sur les approxi- 
mations précédentes, qui font complètement abstraction du mode réel d'action 
des frottements intérieurs, et le mouvement uniforme d'un corps solide sur 
un plan incliné qui a été traité au numéro 56 (chapitre n de l'introduction). 
On avait trouvé que, P représentant le poids du corps, K le nombre par lequel 
il faut multiplier la pression normale au plan pour avoir la force retardatrice 
due au frottement du corps sur le plan, l'équation d'équilibre, qui est aussi la 
condition pour que le mouvement soit uniforme, était, a désignant l'angle que 
fait avec l'horizon le plan sur lequel glisse le corps solide, 

Psina=K.Pcosa. 

Psina est la composante du poids du corps suivant le plan, Pcosasa compo- 
sante normale au plan ou la pression, et K.Pcosa la résistance due au frotte- 
ment le long du plan. 

Si nous revenons maintenant au mouvement uniforme du fluide, l'équation 
de ce mouvement, en remarquant que i=»sina, peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

TT û) . sin a = x'^. 
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Dans celte équation, tto) représente le poids d'un volume de fluide ayant une 
section transversale oj sur une longueur égale à Tunilé. ir6i)sina est la com- 
posante de ce poids suivant le plan incliné qui compose le fond du canal. }(¥ 
représente , d'ailleurs , le frottement sur l'unité de longueur suivant ce même 
plan et sur tout le périmètre mouillé de la section , force dirigée en sens con- 
traire de la précédente. On voit qu'il y a identité complète entre les deux for- 
mules qui précèdent , au mode d'estimation du frottement près, et la formule 
(oL^ s'applique, dès lors, aussi bien à l'hypothèse du mouvement par tranches 
normales à l'axe qu'à celle du mouvement par filets indépendants parallèles à 
cet axe. 

110. Observations sur les lois du frottement. — Je dois ajouter quelques mots 
sur le mode d'estimation du froltemeut dans les solides et les fluides et rap- 
peler d'abord en quoi consistent les difl'érences. Nous avons vu au numéro 56 
que, pour le frottement d'un corps solide contre une surface également so- 
lide, l'expérience avait paru établir que la résistance due au frottement était 
proportionnelle à la pression exercée sur la surface, mais indépendante de 
l'étendue de la surface et de la vitesse du corps. Pour le frottement d'un fluide 
incompressible sur une surface solide, cette résistance serait, au contraire, 
d'après ce qui a été dit au numéro précédent, indépendante de la pression, 
proportionnelle à l'étendue de la surface de contact, et varierait avec la vi* 
tesse. Ces deux lois sont, dès lors, absolument aux antipodes l'une de l'autre. 
J'ai peine à croire, je l'avoue, qu'il puisse en être ainsi, et il y a probable- 
ment des éléments d'appréciation qui ont échappé aux expériences sur les-» 
quelles on les a basées. J'ai déjà, au numéro 56, émis des doutes sur ce 
fait que le frottement des solides fût absolunient indépendant de la vitesse, et 
je ne crois pas davantage que, dans le frottement d'un fluide incompressible 
contre un solide, la pression puisse rester absolument étrangère à la résistance. 
Ce n'est, dès lors, que sous bénéfice d'inventaire, et en faisant toutes réserves 
sur les résultats des expériences faites jusqu'ici, que l'on doit, à mon humble 
avis, admettre les lois des frottements adoptées dans tous les traités de méca-^ 
nique appliquée. 

111. Solution générale du mouvement d'un courant fluide y en tenant compte des 
frottements tant extérieurs qu'intérieurs. — Afin de faciliter à mes lecteurs la 

vérification qu'ils voudraient faire des déductions que j'indiquerai, en remon- 
tant à leur source, c'est-à-dire au livre écrit sur les eaux courantes par 
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M. Boussinesq, auquel je les emprunterai pour la plupart, je conserverai à 
celles de ses équations dont j'aurai à me servir les numéros qu'elles portent 
dans son livre, en les affectant simplement d'un accent. Ainsi le numéro i des 
équations de M. Boussinesq portera ici le numéro i'. Ce géomètre a, d'ail- 
leurs, désigné par a la section transversale que j'ai désignée par w, suivant 
ainsi la notation adoptée par la plupart des auteurs d'hydraulique et que je 
conserverai ici, comme je l'ai fait dans ce qui précède. 

Cela posé, si Ton observe avec attention le mouvement d'un courant d'eau, 
on ne tarde pas à se convaincre qu'il n'est pas continu, dans l'acception ma- 
thématique du mot; il présente, au contraire, des changements rapides et dont 
une espèce de périodicité irrégulière est le caractère dominant; de sorte que, 
si l'on considère la moyenne des valeurs que prend, durant un court inter- 
valle de temps t, la composante de la vitesse suivant une direction donnée et 
en un point donné, celte composante locale n'en restera pas mois une fonc- 
tion continue des coordonnées du point, et si l'on désigne par w, v^ w les 
valeurs moyennes des composantes suivant les trois axes rectangulaires des 
coordonnées de la vitesse en un point (a;, y, z)^ la vitesse moyenne locale sera la 
résultante de ces trois composantes, représentée (n** 3 o), comme on le sait, par 
la diagonale du parallélipipède construit à partir du point (a?, y, z) sur trois 
lignes parallèles aux axes et dont les longueurs seraient proportionnelles à 
u^ V, w. 

M. Boussinesq a démontré que les propositions fondamentales établies pour 
les vitesses et les accélérations s'appliquaient aussi aux vitesses et aux accélé- 
rations moyennes locales. Ainsi l'équation (s) de continuité ou de la conservation 
des volumes donnée au numéro 83, et dans laquelle m, v, w sont les compo- 
santes de la vitesse d'une molécule, s'applique aussi à la vitesse moyenne 
locale, etsiUyV^w représentent maintenant les composantes, non plus de la 
vitesse d'une molécule, mais de sa vitesse moyenne locale , on a entre ces 
composantes la relation 

/ /\ du , dv , dw 

(0 di + Ty + Tz^^'"' 

L'accélération moyenne. locale aura aussi des expressions analogues à celles qui 
ont été données au numéro 84. Les équations indéfinies de l'hydrodynamique 
établies précédemment et qui sont bien connues resteront dès lors applicables 
ici, en y substituant aux vitesses et aux accélérations les vitesses et accéléra- 
tions moyennes locales. 

En désignant par w', v\ w les composantes, non plus de l'accélération, mais 
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de Taccélération moyenne locale , u, v , w désignant celles de la vitesse moyenne 
locale, on aura : 

/ du , du , du , du 
/ o/\ I ^ dv , dv . dv . dv 

f dw , dw , dw , dw 

Les relations [et) du numéro 28 s'appliquent aussi, et si N, T, p^, », p^ 
représentent maintenant les valeurs moyennes locales des composantes nor- 
males et tangentielles ainsi que de la pression, on aura : 

Pour avoir lea équations indéfinies du mouvement, il suffit de prendre les 
équations [g) du numéro ai et d'y introduire les inerties — (u',t;',w'), et l'on 
a ainsi les équations suivantes, qui expriment l'équilibre dynamique et qui 
seront nos équations indéfinies du mouvement : 

Dans ces équations, p est constant, puisque le fluide est ici homogène et in- 
compressible par hypothèse; u\ v\ w' ont les valeurs indiquées aux équations 
(3') et ne sont autre chose que les composantes d'accélération moyenne locale 
de la matière fluide qui occupe un élément de volume de la masse totale. 

M. Boussinesq démontre, d'ailleurs, que les N, T ont les valeurs qui 
suivent : 

(12 ) { 

"^ T {^^ I àw\ m ^{dw . du\ m ^ / du . dv\. 

\-^\dz+d^r ^^^^[di+^r ^z^^\Ty+dir 

dans lesquelles e représente le coefficient de frottement et p la pression qui 



^ 
I 
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serait exercée au point (j;, y, 2;) sur l'unité de surface, si le fluide y était 
en repos et comprimé comme il l'est effectivement et à la même température. 
On a vu au numéro 70 que j) différait peu des forces normales N^, N^, N^ 
prises en signe contraire. Elle est exactement égale à leur moyenne , car on a, 
d'après les équations (12'), 

d'où, en vertu de l'équation (1') 

En substituant, dans les trois équations (1 A'), les valeurs des N, T en fonc- 
tion de p^ de e et des ^|"'^'^j tirées des équations (13') et les valeurs de 
u\ v\ w' tirées des équations (3'), et en joignant aux trois équations (1 4') ainsi 
transformées l'équation (1'), on aura, entre les quatre quantités w, t>, w, p, 
quatre équations qui serviront à les déterminer. 

Telle est la solution générale de la question du mouvement d'un courant 
d'eau en tenant compte des frottements. Malheureusement, les intégrations 
nécessaires pour dégager les valeurs de w, v, tr, p ne peuvent se faire d'une 
manière générale, et l'on est forcé, dès lors, de s'en tenir aux cas particuliers 
qui permettent de faire ces intégrations, et dans lesquels on est même obligé 
le plus souvent de se contenter d'approximations. 

La marche indiquée ici n'est autre, du reste, que celle qui a été suivie 
dans l'article précédent relatif au cas de la mobilité absolue du fluide et dans 
lequel les composantes tangentielles T sont nulles. La seule différence est que, 
si les calculs doivent conduire à des résultats incontestablement plus exacts, 
ils sont certainement beaucoup plus compliqués. 

Lorsque les frottements sont négligeables, on a 

\-\-\—f^ T, = T, = T, = o, 
et les équations ( 1 h') deviennent : 

g=p(Z-«>'). 
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Ces équations reproduisent exactement les équations ^E^^ du numéro 83; 
maisv', v^w' y représentent les composantes de i accélération moyenne locale, 
tandis que, dans les équations (E^V elles représentent les composantes de Tac- 
célération vraie. D'où Ton conclut avec M. Boussinesq que, dans touè les cas où 
les frottements sont n^l^eables 9 leséqnaUons connues de F hydrodynamique régissent 
aussi les mouvements tourbillonnaires et discontinus des fluides ^ pourvu qu'on y tniro^ 
duise au lieu des vitesses et des pressions vraies à chaque instant leurs valeurs moyennes 
locales. 

Je viens d exposer les bases essentielles de la théorie de M. Boussinesq, et il 
faut y ajouter celle de Thypotbèse du mouvement par filets ; seulement le filet 
est autrement défini que dans ce qui précède. Au lieu d'être la ligne à la- 
quelle les vitesses vraies resteraient constamment tangentes à un moment 
donné, le filet sera ici la ligne à laquelle seront tangentes y à un moment donné , 
toutes les vitesses moyennes locales construites en chacun de ses points y ou plutôt un 
faisceau composé de lignes pareilles et ayant une section normale très petite. 

Ces filets seraient fixes dans le cas du mouvement permanent, mais les 
molécules fluides ne les suivraient pas. Gela n'arriverait, en effet, que si, en 
chaque point, les vitesses moyennes locales se confondaient avec les vitesses 
vraies, c est-à-dire s'il y avait continuité absolue dans le mouvement, comme 
nous l'avons supposé dans tout l'article i^ de ce chapitre. 

Je ferai remarquer maintenant l'analogie , sinon l'identité , complète qu'il y 
a entre les équations (12') et celles que Lamé a données pour le cas des so- 
lides homogènes et d'élasticité constante; ces équations, que Ton trouve à la 
page 5i des leçons sur l'élasticité des corps solides, sont : 

T/dv , dw\ m /dw , du\ m /du , dv\ 

X et ft sont deux coefficients, et d a pour valeur 

f)_du dv^ dw, 
^^dx^dy^ dz' 

u, Vj w représentent dans ces équations les composantes du déplacement 
moléculaire et 6 est la dilatation cubique, ^l» j^i 37 représentant les dilata-- 
tions linéaires suivant les trois axes rectangulaires des coordonnées. En faisant 
dans ces formules Xd»— p, ft»e et u, v, w représentant maintenant les 

Trailé d'bydrauJique. — 1. 3» 
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composantes de la vitesse moyenne locale, on reproduit exactement les rela- 
tions (12'). Quant à ces dernières, elles avaient déjà été établies par des 
démonstrations antérieures à celle qu en a donnée M. Boussinesq. On les 
trouve en effet au XX'"'' cahier ou Journal de r École polytechnique ^ page 169, 
dans un mémoire de Poisson, et Navier les avait données le premier dans un 
mémoire de Tlnstitut. M. de Saint-Venant les a démontrées dans une note 
présentée à T Académie des sciences le 27 novembre 18 63 [Comptes rendus, 
tome XVII, pages laio-iaâS), en partant de la seule hypothèse que, sur 
un élément plan quelconque, la force élastique tangentielle est nulle dans 
la direction où il n'y a pas de vitesse de glissement. M. Kleitz en a donné 
aussi une démonstration complète dans son ouvrage sur les forces molécu- 
laires dans les liquides en mouvement (pages 68-73). 

M. de Saint-Venant donne, d'ailleurs, ces équations sous la forme suivante, 
en se servant des notations de Coriolis, dont la première idée remonte à Lamé, 
ainsi que je l'ai indiqué au numéro s 4 (chapitre i^ de l'introduction) : . 

du dv dw 

P^-P-^^Si^ P^y-P-'^^Ty' Pzz-P-^^W 

^/dv . dw\ (dw , du\ /du . dv\, 

p^z — ^[dz+Ty)^ Pzsc — Hrfi+s)» p^r-^[dy-^diy 

> 

d'où l'oo déduirait, par l'équation de continuité (i'), 

P = l{P^ + Pyy + Pzz)' 

Ces équations sont les mêmes que les équations (1 2') et que celles de M. Kleitz, 
aux notations et aux signes près , cette interversion des signes tenant à ce que 
M. de Saint-Venant a considéré comme négatives les forces élastiques agissant 
sur les plans coordonnés suivant les x^ y, z positifs, tandis que les autres 
auteurs ont adopté la convention inverse. 

M. de Saint-Venant avait indiqué que les formules qui viennent d'être don- 
nées pouvaient s'appliquer à tous les cours d'eau , à la seule condition que e 
fût une fonction qui, au lieu de rester constante pour un même fluide, comme 
l'avait supposé Navier, restât constante seulement pour chaque point et pût 
varier d'un point à un autre du fluide. Ce géomètre éminent avait fait remar- 
quer déjà, à l'occasion de ces formules, que« dans le désordre tourbillonnaire 
apparent que présentent les cours d'eau à l'observateur, il n'en existait pas 
moins une certaine continuité très réelle dans la variation de grandeur et de 
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directioD des vitesses que i'on peut appeler moyemies locales , et qui sont les plus 
importantes à considérer, puisque ce sont celles qui déterminent la translation 
des éléments finis du courant et que Ion mesure au mQyen de» flotteurs, 
moulinets et autres appareils employés dans la pratique. Les équations données 
plus haut subsistent donc pour tout courant fluide, à la condition que u, t;, tv 
soient les composantes des vitesses moyennes locales et que les forces inté* 
rieures p^ , etc. soient aussi moyennes locales. 

M. Boussinesq a été plus loin et il a démontré pour chacune des relations 
entre les vitesses et les pressions vraies que donne l'hydrodynamique , dans 
l'hypothèse abstraite de la mobilité absolue, que ces relations s'appliquaient 
encore au cas général que nous traitons ici, à ls| seule condition d'y remplacer 
les vitesses et les pressions vraies par les vitesses et les pressions moyennes 
locales, et il a donné ainsi toute leur rigueur aux bases de sa théorie. 

112. Eœpresmn approchée de e. — Le coefficient e doit, en chaque point, 
dépendre de la température, peut-être de la pression, mais surtout de l'agi- 
tation moyenne du fluide, qui est certainement la cause prédominante, de 
sorte que e serait une fonction qui devrait devenir sensiblement nulle dans 
tout point où l'agitation tourbillonnaire elle-même serait nulle , et dont la 
valeur devrait augmenter rapidement avec elle. 

L'agitation tourbillonnaire dépend de bien des éléments, mais sa cause 
prédominante est certainement l'action de la paroi. C'est près de la paroi que 
les tourbillons se forment ordinairement, et c'est de là qu'ils se propagent 
vers le milieu du courant. 

Après avoir analysé avec grand soin tous les éléments de «cette action per- 
turbatrice, M. Boussinesq considère ce qui se passe dans un tuyau ou dans un 
canal découvert dont l'axe serait semiblemetU reetil^fne^ et oii les sections nor- 
males à l'axe varieraient peu de l'une à l'autre dans leur forme et leur gran- 
deur. Dans ce cas, les filets fluides sont sensiblement normaux aux sectiofis, et 
l'agitation tourbillonnaire ne peut guère être afl'ectée par leur divergence 
non plus que par la légère variation de courbure de la paroi dans le sens lon- 
gitudinal de l'axe. 11 en serait tout autrement, au contraire, si l'inclinaison 
des filets et la courbure des parois variaient d'une manière notable. 

On pourra donc supposer que le coefficient e diffère peu, aux différents 
points d'une section, de ce qu'il serait si tous les filets fluides étaient paral- 
lèles, qu'il ne dép^fid, par conséquent, que de l'état du liquide sur la section 
même, et son expression s'obtiendra, dès lors, en la supposant proportionnelle 

33. 



\ 
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aux causes qui font annuler ou croître l'agitation tourbillonnaire quand elles 
s'annulent ou croissent elles-mêmes. 

M. Boussinesq a considéré les deux formes typ.es de la section normale pour 
lesquelles le frottement à la paroi a l'influence la plus petite et la plus 
grande , et entre lesquelles sont comprises la plupart des formes que l'on ren- 
contre dans la pratique, savoir le rectangle très allongé et le cercle, et il a 
pris les quatre cas suivants : 

1^ Tuyau à section rectangulaire de base indéfinie et de hauteur s A; 

2^ Canal découvert à section rectangulaire de base indéfinie et de hauteur A; 

3° Tuyau circulaire de rayon R; 

û^ Canal découvert demi-circulaire de rayon R. 

Le coefiicient e doit, d'après les considérations générales qui viennent 
d'être indiquées, être sensiblement proportionnel à la vitesse Uo à la paroi, 
au rapport - de la section, au périmètre mouillé ou rayon moyen R^ déjà 
défini au numéro io8, qui est égal à A dans le rectan^e à base indéfinie et à 
- dans le cas de la section circulaire de rayon R. 

Dans le rectangle à base indéfinie, qu'il s'agisse d'un tuyau ou d'un canal 
découvert, e serait sensiblement constant aux divers points d'une section; caries 
surfaces parallèles aux parois sont toutes de même grandeur, et l'agitation 
tourbillonnaire en s'y propageant ne peut ni se concentrer ni se disperser. 
Dans la section circulaire ou demi-circulaire cette agitation se propage à partir 
de la paroi sur des cylindres ou demi-cylindres ayant des rayons r de plus 
en plus petits , et elle se concentre dans le rapport de R à r. 

On est conduit aussi, pg étant le poids de l'unité de volume du fluide, à 
adopter pour e les deux expressions suivantes , dont la première s'appliquerait 
à la section rectangulaire très large et la seconde à la section circulaire : 



1 

(*3) J R R 

e=pg-A-u„- 



e n'étant pas, d'ailleurs , rigoureusement proportionnel à Ug et au rayon moyen 
A OU -, le coefficient A doit être regardé, non comme absolument constant, 
mais comme pouvant varier très lentement avec la vitesse à la paroi et le 
rayon moyen. Les expériences de M. Bazin permettent d'admettre qu'il ne varie 
que très peu avec la vitesse, mais qu'il diminue à mesure que le rayon moyen 
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augmente, et que ces variations deviennent insensibles quand le rayon moyen 
est un peu grand. Il aura, d'ailleurs, des valeurs différentes suivant le degré 
de rugosité de la paroi. 

Lorsque la section a une forme quelconque, M. Boussinesq est arrivé pour 
e, en prenant le plan des y, z parallèle à celui de la section, à l'expression 

(.3'W.) ._pj.AÏ.„F(^.«), 

dans laquelle la fonction F dépendrait de la figure de la section. 

113. Cas ùà ksJileU sont sensiblement rectilignes et parallèles. — Première 
conséquence importante. — Lorsque les filets peuvent être regardés comme sen- 
siblement rectilignes et parallèles, on peut supposer qu'ils sont très peu incli- 
nés sur les X positifs, puisqu'on peut toujours choisir l'axe des x de manière 
qu'il en soit ainsi ; les composantes t; et te^ seront des quantités de premier 
ordre de petitesse , et l'équation (i') montre qu'il en sera de même de ^- Si 
donc on substitue dans les équations (12') la valeur de e donnée par les 
expressions (i3') et (iS'its), le coefficient A étant très petit nécessairement 
dans le cas qui nous occupe, on pourra négliger comme étant d'ordre supé- 
rieur de petitesse les termes affectés à la fois du coefficient A et d'une des 
dérivées de v, v^ w autre que celle de u en y ou en z, et les équations (1 2') 
deviennent : 

\ 1 ^ dz Z dy 

Les dérivées de T^par rapport à x sont nég^geables aussi, car, si l'on remonte 
aux équations (i3'), (i3'itg), il est facile de voir que ^ sera comparable au 
produit de A par la dérivée en a; de -, tous deux très petits. On pourra donc 

négliger ^ et à plus forte raison e^ et e^- 

Les équations (16') peuvent, dès lors, se mettre ici sous la forme suivante : 






(*6') .-^-Y-t,', 



pdy 
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Si mainteaant, au moyen de l'équation de continuité (i% on élimine ^ de 
la première des équatious (3'), j- de la seconde et ^ de la troisième, ces 
équations deviendront : 



I du 3| u , u I 



V ^W 



Un') l t dv , ^ u 2 V 



/ aw , 2_ti 2 tf 

Si Ton se rappelle qu'il s'agit ici du cas où les filets sont très faiblement incli- 
nés sur les a? et où, dès lors, t; et w sont très petits, on voit que le dernier 
terme du second membre des deux dernières de ces trois équations est né- 
gligeable comme étant d'ordre supérieur de petitesse, et il serait même rigou- 
reusement nul si les filets étaient parallèles à l'un des pians des xz et desa;y, 
puisque alors on aurait î;= o, w= o. 

Si l'on multiplie, après y avoir annulé les termes négligeables que nous 
venons d'indiquer, les deux dernières des équations (i6') respectivement par 
pdy et pdz et qu'on les ajoute, elles donnent, pour l'expression de la variation 
de la pression le long d'une petite ligne normale aux x^ 

dp = p ( Yrfy + Zdz)—p [v'dy+w'dz) , 

expression qui se réduit à la variation hydrostatique p(Ydy + Zdz) de cette 
pression dès que v' et w' sont négligeables, ce qui arrive lorsque les filets sont 
très peu inclinés sur les a?, comme on l'a supposé plus haut; d'où résulte cet 
important principe que la pression varie hydrostatiquement le long de toute ligne 
qui coupe normalement dkflets sensAlement parallèles et rectilignes. 

Ce principe trouvera plus d'une fois son application dans le* ^"""^ section 
(partie pratique). 

11 A. Conditions rekuives aux surfaces limites. — Les surfaces limites sont 
les surfaces des parois du canal dans lequel coule le liquide et de plus la sur- 
face libre lorsque le canal est découvert. 

Sur les parois supposées peu inclinées sur l'axe des x^ c'est-à-dire à peu 
près parallèles à cet axe, comme cela a, du reste, lieu dans la plupart des 
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canaux naturels, toute molécule qui serait un seul instant sur la surface limite 
et animée de sa vitesse moyenne locale resterait constamment sur cette sur&ce. 
Si /, m, n désignent les cosinus des an^es que fait avec les axes des coordon- 
nées la normale à la paroi au point (j?, y, 2;), la condition que les vitesses 
soient, aux parois, tangentes à la surface fluide sera 



(t8') 



lu + inv+nw = o. 



H faut, de plus, que l'effort exercé sur la paroi par le fluide intérieur soit, 
en chaque point de cette paroi , égal et contraire à celui qu'exerce sur elle le 
milieu environnant. Des trois cosinus ^, m, n le premier est très petit, eu égard 
à la faible inclinaison sur les x que nous supposons aux filets, et si p^, p^^ p^ 
sont ies composantes de i effort extérieur rapportées h 1 unité de surface , les 
formules (W) donneront 

Si Ion substitue, dans ces équations, pour les N, T, leurs valeurs tirées des 
équations (i5'), on aurait, en négligeant les termes affectés à la fois de e et 
de/. 



(.o') 



Py ^P 

Pz ^P' 



Les trois composantes de l'effort extérieur peuvent se déduire à deux, l'une 
— P normale, l'autre —F tangente à la surface limite. 

Si l'on multiplie les valeurs (20') de p^j », p^ respectivement par les 
cosinus /, m, n, et qu'on ajoute les trois équations ainsi obtenues, on aura la 
valeur de P, qui, en négligeant les termes affectés à la fois de e et /, après 
avoir substitué dans la première des équations (ao') les valeurs de T^ et T^ 
tirées des équations (i5'), deviendra 

En tenant compte de cette valeur, les équations (so') montreraient, d'ail- 
leurs, que ta projection de la composante tangentielle —F suivant l'axe des x 



2 

"O 9 
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a sensiblement pour valeur wT +»T , qui,en vertu des relations (i5'), vaut 
efmj^+n^V et que ses composantes suivant les y et les z sont nulles; de 
sorte que les nouvelles conditions relatives aux surfaces limites deviennent 

( p=f. 

(21 ) „ / du , du\ 

F n'est autre chose que l'effort produit sur l'unité de surface par le frottement 
du fluide sur la paroi, et cette force dépendra, dès lors, du nombre de 
molécules qui viennent dans l'unité de temps choquer l'unité de surface de la 
paroi , de la vitesse dont ces molécules sont animées et dont la valeur moyenne 
estt^o, et du degré de rugosité de la paroi, qui accélère plus ou moins les chocs 
successifs. On pourra poser, dès lors, et conformément aux résultats des.expé- 
riences de Girard constatant la proportionnalité du frottement au carré de la 
vitesse du fluide contre la paroi , 

(22') F = p^,Buc 

B étant un coefficient constant pour chaque nature de paroi , mais variable 
d'une nature de paroi à l'autre ; de sorte que la condition des surfaces limites 
relatives à là paroi deviendra 

(23') e(^mp^+np^ pg'^%' 

Il faut remarquer, toutefois, que le coefficient B n'est pas absolument con- 
stant. Il pourra varier lentement avec le rayon moyen - et même aussi avecuo. 

Le lecteur aura, d'ailleurs, remarqué l'analogie complète de la valeur (2 2') 
de F avec l'expression (n) de cette force que j'ai déjà eu l'occasion d'indiquer 
au numéro 108. Elles ne diffèrent que par la nature de la vitesse et la valeur 
du coefficient. Dans l'expression (22'), c'est la vitesse à la paroi qui Ggure, 
tandis que c'est la vitesse moyenne dans l'expression (n) du numéro io8. 

Il reste maintenant à établir les conditions relatives à la surface libre 
lorsque le mouvement a lieu dans un canal découvert, et pour cela nous sup- 
poserons cette surface cylindrique et à génératrice horizontale, celle-ci étant 
parallèle à l'axe des y; son équation sera, dès lors, de la forme 

Zj=/(x,i), 
z^ désignant son ordonnée parallèle aux z et seulement variable avec x et (. 
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Si X et z^ sont les coordonnées, au bout du temps f , d une molécule se trouvant 
alors sur cette surface, ces coordonnées, au bout du temps <+ cf^ seront x+udt 
et z^ + vodty et la molécule devra encore se trouver sur la surface, ce qui en- 
traîne la condition 

('\ dz , dzâ 

Il faut remarquer maintenant qu à la surface libre la pression est nécessaire- 
ment égale à la pression atmosphérique, ainsi que cela ressort de ce qui a été 
dit au numéro 77, et latmosphère, lors même qu elle serait elle-même agitée 
de mouvements tourbillonuaires , n exercerait sur le frottement F, à raison de 
la faiblesse relative de sa densité, quune action insensible et que l'on peut 
absolument négbger. Gomme, d'ailleurs, Taxe des y est par hypothèse paral- 
lèle au profil transversal de la surface libre, on a m = , et les équations (31') 

deviennent 

p = const., 

(au') { au 

En récapitulant ce qui vient d'être dit, on aura, pour les parois, les deux 
conditions : 

(18') lu+mv+m,w=o, 

(23') 6(ot^ + „|) p„.Btt„, 

et, pour la surface libre, les trois conditions : 

(/\ dZM , dZ4 

» = const.. 

Il y a pour la surface libre une condition de plus que pour la paroi, ce qui 
tient à ce qu'il y a une inconnue de plus à déterminer, qui est l'ordonnée z^ . 
Il reste maintenant à mettre en œuvre les équations fondamentales établies 
dans ce qui précède, et pour cela je suivrai l'ordre qu'a suivi M. Bbussinesq et 
que j'ai, d'ailleurs, aussi indiqué dans ma préface pour la partie de mon livre 
qui traitera plus spécialement de l'hydraulique pratique. J'étudierai d'abord 
le mouvement permanent ou à débit constant, el j'arriverai ensuite au mouve- 
ment non permanent ou à débit variable. 

Traité d'hydraulique. — I. ^^ 
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S â. *— Du MOUTBMBKT PBRHAlfSNT OU A DBBIT CONSTANT* 

115. Équation générale du mouvement permanent. — Le caractère essentiel 
du mouvement permanent est, comme je Taî déjà établi aux numéros 9/1 et 
101 bis, que les dérivées de v , VjW par rapport à ( sont nulles, et que le débit 
par seconde du courant reste constant dans toute l'étendue de ce courant, 
ainsi que cela se déduit immédiatement de Téquation de continuité. Il faut 
remarquer de plus que -j - mesurent les angles très petits que font avec Taxe 

des X les projections des filets sur les plans des xy et des xz. Admettons que 
Tinclinaison des filets sur Taxe des x ne varie que très graduellement d'une 
section à l'autre, de manière à ne différer notablement que sur des sections très 
éloignées l'une de l'autre, ce qui arriverait, par exemple, dans un tuyau dont 
l'axe serait rectiligne ou très peu courbe et dont la section varierait lentement, 
ou dans un canal découvert de forme prismatique dont la surface libre serait 
plane ou à très faible courbure, et dans lequel la section ne varierait toujours 
que très lentement. On peut supposer aussi que les dérivées en x des deux 
rapports -, - sont très petites par rapport aux dérivées premières en y et z 
de ces mêmes rapports. 

En tenant compte de ces diverses indications, les deux dernières des équa- 
tions (17') du numéro ij3 donneraient 

i;'=o, fp'==o. 

Y et Z étant, d'aijleurs, ici, les composantes de la pesanteur suivant les y et 
les z, qui sont eonstantes, les deux dernières des équations (16') du numéro 
1 1 3 , multipliées respectivement par pdy et pdz et ajoutées, donnent 



py+pz^p{Ydy+Zdz), 



et cette équation, intégrée aux différents points de la section transversale, 
donne, puisque Y et Z sont constantes, 

(25') p=^po+p(ïy+Zz)i 

Po désignant la valeur de p au point d'intersection de Taxe des x avec cette 
section. 

Cette expression n'est autre que celle de la pression hydrostatique, et de 
ce que la pression varie suivant la loi hydrostatique dans toute l'étendue d'une 
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même section, il sait immédiatement que y s'il y a une êurfaee libres son profil 
transversal ne peut être qu'horizontai. 

En portant la valeur de p tirée de Téquation (s 5') dans la première des 
équations (16'), celle-ci devient 



-;(.t+f)+(x-^è)-- 



On peut, d'ailleurs, remplacer Taxe des x par un axe légèrement courbe coïn- 
cidant avec lui entre deux abscisses infiniment voisines et passant par les 
centres de gravité des sections normales, si Ion considère un tuyau, ou coïnci- 
dant avec un filet fluide de la surface libre , si Ton considère un canal décou^ 
vert. Chaque section normale est ainsi déterminée par une abscisse $ comptée 
sur cet axe courbe à partir d une origine quelconque, et c'est dans ifi plan de 
cette section que seront comptés les y et les z. Si l'on désigne, d'ailleurs, par I 
l'inclinaison sous l'horizon de l'axe des x ou de l'élément ds, on aura 

X=g^8inl, 
et ces valeurs, étant substituées dans l'équation précédente, celle-ci devient 
(26 ) — ( -ï^+-r^)+sml j^«=-- 

M. Boussinesq, après avoir multiplié cette équation par iyiz ou l'élément 
àj(ù de la section, procède à diverses opérations ou intégrations qui ont pour 
résultat de déduire de l'équation ( â 6') la suivante : 

(27' ter) -/^KrfX+(8mI-^^-)û)-iJyrft^^ 

Je n'ai pas à reproduire les détails de ces calculs. On les trouvera dans 
\Euax sur la théorie des eaux courantes , S vi, numéros 2 1 et 22 , et je me con- 
tente d'indiquer ici le résultat des opérations. 

Si Ton désigne par U la vitesse moyenne dans la section, on aura 

('8') D-/,*, 

et si l'on pose d'ailleurs 

/ '\ . r ^^dù) 

3A. 
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l'équation (26') se transforme, par les calculs de M. Boussinesq, dans la sui- 



vante : 



(3'') '^i~r.'^-ifS^x.+Ul(' +")"]• 

Les intégrales j i indiquent, d'ailleurs, que Tintégration s'applique à 

tout le contour ou à toute Taire de la section. 

Cette équation (3i') est l'équation la plus générale du mouvement perma- 
nent, puisqu'elle tient compte, au moins approximativement, des frottements, 
que nous avons négligés dans la théorie de la mobilité absolue traitée à l'ar- 
ticle 1*^. 

116. Cas de la section rectangulaire très large. — Lorsque la section est un 
rectangle très allongé, M. Boussinesq fait subir d'ingénieuses transformations 
\\ Téquation indéfinie (36') et simplifie les équations (18'), (19% (^^O' 
{^h!) relatives aux parois et à la surface libre. Lorsque le mouvement est 
permanent, comme ici» on a • 

et l'équation ( 1 9') devient 

mais, eu égard à l'adoption de notre axe, qui, dans le cas d'un canal décou- 
vert, est un des filets de la surface libre elle-même, on a aussi 

dzé 

d'où u7=>=o pour la surface libre. En tenant compte de ces conditions, l'ana- 
lyse de M. Boussinesq l'a conduit, en définitive, à l'équation 

(34-) AK.g+(,i„i-±f)— i:|:. 

Il faut se rappeler, d'ailleurs, que la hauteur du rectangle de la section 
est âA dans le cas d'un tuyau et h dans celui d'un canal découvert. 

Pour les conditions relatives aux surfaces iimites, les équations (1 8') et (19') 
ont été satisfaites et les équations (2 3') et (a&') deviennent 

(35') ±AAj^-=— Btt^ (pourz=*± A), 
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pour le cas d'un tuyau plein. Pour celui d'un canal découvert, elles deviennent, 
en vertu de (26'), 

^^^'"""^oPOurz-A, 

(^" ) i 2^ = pour2;«o, 

;io=const. 

117. Cas de la sectùm circulaire. — Lorsque la section est circulaire le 
tuyau étant plein , ou demi-circulaire le fluide coulant à plein bord sous une 
surface libre à pression constante, M. Boussinesq transforme l'équation (26') 
dans la suivante : 

ih ) A-tt„3^ + (8inI--^-)r^ -^, 

à laquelle il faut joindre les conditions relatives aux surfaces limites. Les équa- 
tions (18') et (19') et la seconde des équations (2&') sont satisfaites identi- 
quement; l'équation (2 3'), dans laquelle il faut faire m = ^) n»-» en y sub- 
stituant pour Tj et T^ les valeurs U^)^ et (^gp)^ qu'ils prennent ici, et 
pour e sa valeur tirée de ( 1 3') , devient 

{ko') A^^ Bu^pourz-R, 

et, si le canal est découvert à section demi-circulaire, on aura, en outre, pour 
la surface libre, 

(ko' bis) ;>o = con8t. 

Il s'agit maintenant d'appliquer les groupes d'équations auxquelles on vient 
d'arriver, tant pour la section rectangulaire très large que pour la section 
circulaire, et, pour cela, M. Boussinesq a commencé par le cas le plus simple 
du mouvement permanent, qui est le mouvement uniforme, son type de fixité 
le plus parfait, ce qui lui a procuré l'occasion de constater que les formules 
particulières auxquelles il était conduit par déduction étaient suffisamment 
d'accord avec les expériences les plus connues sur le mouvement uniforme pour 
donner une sanction pratique aux formules générales dont elles étaient dé- 
duites, et permettre de partir ensuite de ces formules générales avec plus de 
confiance pour analyser des cas plus compliqués du mouvement permanent. 
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118. Applic(Uian au mewernetU ufiifarme. — Considérons d'abord le cas de 
la section rectangulaire allongée. 
Reprenons l'éqnation (36') : 



^dz^ \ Pg as J goj de 



Remarquons d'abord que, le mouvement étant uniforme par hypothèse, û) et 
Ho deviennent constantes , ce qui donne 

En multipliant par dz cette équation, intégrant à partir de z»=o et reoiar* 
quant que la dérivée.^ est nulle pour z=> o , par raison de symétrie et de con- 
tinuité s'il s'agit d'un tuyau, et en vertu de la seconde des conditions (36') 
s'il s'agit d'un canal découvert, il vient 

(4.') Afc..|+(».I-^^).-.. 

Si l'on applique cette formule pour Z'^àzh dans le cas d*un tuyau, et pour 
z=h dans celui d'un canal découvert, elle devient, en vertu des équations 
(35') et (36'), 

(6,') sinI-^^-B«,' 



o 



En vertu de cette équation et de la relation (35') ou de la relation (36'), 
suivant qu'il s'agira d'un tuyau ou d'un cand découvert, l'équation (/ii') se 
réduira à la relation très simple 

1 du R z 

qui, multipliée par dz et intégrée, en remarquant que l'on a u^Uo pour z^h^ 
donne la suivante : 

. Cette équation et l'équation [Ufk') résolvent complètement la question , puisque 
de l'équation (Aa') on peut tirer la valeur de %o ou de la vitesse à la paroi et 
que l'équation (63') donne ensuite la vitesse aux différents points de la section. 
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On peut, d'ailleurs, facilement introduire dans lexpression (Aa') la vitesse 
moyenne U. I] suffit, pour cela, de multiplier l'équation (&3') par j et d'in- 
tégrer de ««=0 à z«=fc, et en remarquant que U a ici pour expression 

il viendra ainsi 

Au moyen de cette nouvelle relation, on éliminera Uo de (4 2') et de (43'), 
puis U de (43') en se servant de (4 2') transformée, et l'on obtiendra le rap- 
port de la vitesse maxima w^, valeur de u pour z= , à la vitesse moyenne U, 
et, si l'on pose 

B 
f B B 1 1 3a 1 /7 

on arrive ainsi aux équations suivantes : 



H-'-è-ï)-*"^ 



M 



PS 



1+W»— 3»»f;» 



«m 



-îf=i+m, 



»-««-'\/H™'-r,^)p 



Si nous nous reportons maintenant à féquation (29') 
elle devient ici 

d'où l'on tire, en ayant égard à la seconde des équations (^7')» 



(ûS'it») ï^-s"*'-»? 
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Passons maintenant au cas de la section circulaire. En prenant les équa- 
tions de condition des surfaces limites qui correspondent à ce cas, eu partant 
de Téquation (3 9') et en faisant des calculs analogues à ceux qui vienneat 
d'être expliqués pour la section rectangulaire, M. Boussinesq arrive, en posant 
d'ailleurs 

I B aB 1 9 5A 3 rr 

^^/ , aB\2' ^1^31 ^B' ^i"3"7^""5^V^' 

au système d'équations suivant : 



a \ pg de ; 1 ' 



u , 5 r^ 



'-'.-c,\/-"(™'-st)p 



On a, pour déterminer la valeur r^ de v qui correspond à la section circu 
laire, la relation 



(56) ,+rf^^—j p527n-rfr==aj pj^, 

d'où l'on tire , en substituant pour ^ sa valeur tirée de la seconde des équa- 
tions (55'), 

/ B \2 

(56' è«) ^-^^-^ 



SA 



' + 5Â 



M. Boussinesq a traité aussi le cas d'une section quelconque et est arrivé 
à Téquation 

On déduirait immédiatement de cette dernière équation la première des sys- 
tèmes (^7') et (55') en donnant à V la valeur b pour la section rectangulaire 
et la valeur b^ pour la section circulaire. M. Boussinesq a montré que ses for- 
mules donnaient des résultats sensiblement d'accord avec ceux des expériences 
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de MM. Darcy et Bazin. Je mentionne le fait sans y insister, puisque j'aurai à 
revenir en détail sur cette question dans la partie pratique de mon travail ; il 
suffit de savoir ici que cet accord existe. 

On remarquera maintenant que , si Ton suppose po = constante , ce qui arrive 
pour les canaux découverts» Téquation (6 1') devient 

5^sinI = 6'U'; 

X 

sin I n est autre chose que la pente de superficie égale à la pente de fond dans 
le mouvement uniforme; - est le rayon moyen R ,• de sorte que l'on peut 
écrire, si t désigne maintenant la pente par mètre du fond, 

m 

équation qui reproduit exactement, quant à la forme, Téquation /a'^) que 
nous avons obtenue au numéro 109, 

R i«B,Ul 

mi 

Les coefficients 6' d'un côté, B^ de l'autre, sont à déterminer par l'expérience, 
et ces deux coefficients ont, en définitive, les mêmes valeurs. J'ai expliqué, au 
numéro 109, par quelles expériences on pouvait déterminer directement le 
coefficient B^. Le coefficient V peut se calculer en lui donnant, suivant la 
.forme rectangulaire ou circulaire de la section, la valeur de h ou de 6^ des 
expressions (46'j et (54'). La valeur du coefficient V peut donc se calculer en 
fonction des coefficients A et B des frottements intérieur et extérieur qui entrent 
dans les expressions i3' de s; mais ces derniers coefficients eux-mêmes ne 
peuvent se déterminer que par l'expérience. 

La brillante analyse de M. Boussinesq conduisant, à travers un réseau de 
calculs qui deviendrait presque un labyrinthe sans la vive lumière qu'il a su y 
porter, à une identité de forme aussi complète, il est permis de regarder aujour- 
d'hui comme justifiée, au moins pour les écoulements à travers de grandes 
sections où l'agitation tourbillonnaire se développe pleinement, la forme mo- 
nôme de la formule du mouvement uniforme 

R i-B,U'> 
qui a été donnée au numéro 109. 

Traité d^hydrauliqac. — T. 35 
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119. Formes déjmlm$ de F équation du numoement permanent. — Lorsque le 
mouvement permanent est graduellement varié , c*e8t-à*dire lorsque le pas* 
sage d'une section à l'autre se fait sans changements brusques dans la cour- 
bure de l'axe ou dans l'aire de la section , les frottements exprimés en fonction 
des vitesses à la paroi diffèrent très peu de ce qu'Us seraient si le mouvement 
était uniforme, ou du moins en est-il ^ainsi dans chaque section, en particulier 
sur l'élément de longueur de l'axe, et M. Boussinesq peut effectuer, par une 
méthode assez simple d'approximations successives ^ l'intégration de ses équa- 
tions (34'), (3 9'), etc. Je me contenterai de reproduire ici ses résultats. Posons 

(86') ^ a'=n-»>-+-|3, 

■ 

V ayant les valeurs [liS') et (56') déterminées au numéro 118 pour la section 
rectangulaire et la section circulaire, et ^ une quantité très petite relative à la 
différence de frottement du régime uniforme, qui est le régime permanent 
fixe, si je puis m'exprimer ainsi, et du régime permanent graduellement varié. 
La valeur de ^ (p. 91 de Y Essai sur la théorie des eaux courantes) est pour 
la section rectangulaire très allongée 

(80') ■ ^^.5A-A' + 7ÂJ 

pour la section circulaire , on poserait 

aj'=i+>;j + iS,; 

n, ayant la valeur (Bô') trouvée au numéro 118, on aurait (p. 85 de YEsm) 

4 B»/ , 4 B\ 
aSFV iiA/ 



(93') 13,- 



aB\3 



/ j aBV 



Enfin, dans le cas d'une section quelconque, M. Boussinesq trouve 
(93) ^^3(*-i-„) = aJ^,--aJp-, 

OÙ le rapport g peut, avec une approximation suffisante, être calculé dans 
l'hypothèse d'un régime uniforme. 
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Gela posé, M. Boussinesq e$t conduit à présenter définitivement, sous les 
formes suivantes , l'équation du mouvement permanent 

pour le cas de la section rectangulaire allongée, 

(97) «^»i-pi-^-=^^R+^sW) 

pour le cas de la section circulaire, et 

(io6') 8inI-^^-=6'XU%a'i(^) 

^ / pg as ù) ds\^g/ 

pour le cas d'une section quelconque. 

120. Extensiondu principe de Bemoulli. — Si Ton désigne par Ç l'ordonnée 
verticale comptée de haut en bas à partir d un plan horizontal fixe passant 
par le point où la pression est p^ et où 1 axe des s perce la section sur laquelle 
a lieu la vitesse moyenne U , Taugmentation de Ç le long d'un élément ds de 
l'axe des « aura pour valeur (fe sin I , et l'on pourra dès lors écrire l'équa- 
tion ( 106') ainsi qu'il suit : 

Si la quantité h'^W ^ qui représente les frottements extérieurs, était assez petite 
pour être négligée, il viendrait 

d'où 



Cette nelation est exactement la même, à cela près que le terme — y est affecté 
du coefficient a\ que l'équation {8) du numéro 96, de laquelle a été déduit 
le principe de Bernoulli. On peut conclure de là que ce principe est encore 
applicable au mouvement permanent graduellement varié, à la seule condi- 
tion d'affecter le terme — du coefficient a', chaque fois que le frottemCnt 
contre les parois sera négligeable ou que, du moins, ses effets seront masqués 
dans le mouvement général. C'est ce qui arrive, par exemple, dans un grand 

^^ ' 35. 
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réservoir où Tinfluence des frottements aux parois deviendrait insensO^le sur 
l'écoulement de l'eau par un orifice percé dans la paroi , surtout s'il l'était à 
une assez grande distance du fond et des côtés du réservoir. 

121. Forme donnée à V équation du mouvement permanent par M. de Sainte 
Venant. — M. de Saint^Venant , dans le rapport qu'il a fait à l'Académie des 
sciences sur le travail de M. Boussinesq, a écrit l'équation (106'), de laquelle 
se déduiraient, d'ailleurs, les équations (85') et (97') données au numéro 1 ao, 
de la manière suivante : 



ou bien 



as pgdi <a \ ds\^gj 



(s) p-L^^Z.n\]'+a'U-\ 

V / ds TT as cj i as\ûg/ 

Bj ayant les valeurs désignées par M. Boussinesq par b, 6^, b\ suivant que la 
section sera un rectangle très allongé, un cercle, on aura une figure quel- 
conque. Celte maiiière d'écrire l'équation du mouvement permanent rend sa 
forme analogue à celle que lui donnait l'ancienne théorie exposée à l'artide 1% 
car, si l'on différentie par rapport à s l'équation (/) du numéro 107, elle 
devient 

V 1/ ds irds ù)Tr *ds\^g/' 

Les équations (e) et (eA ne diffèrent que par leurs seconds membres, l'é- 
quation (e) ne contient que la partie de l de l'équation (e^) qui s'exprime 

comme dans un mouvement uniforme (B^U ), le terme ^'g^f^-) contenant 

déjà l'autre partie beaucoup plus petite de - » savoir celle qui dépend de la 

variation du mouvement. 

Les quantités a et a' ont d'ailleurs pour valeurs 

ou 

ou encore 
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La troisième de ces expressions servira à calculer a', connaissant les valeurs 
de v et de ^ en fonction des coefficients A et B des frottements intérieur et ex* 
teneur données aux numéros 1 18 et 1 19. 

122. Comparaisan de îaimewM et delà nouvelk théorie , et conclusions définir 
iives sur les ^uations du mouvement permanent. — Les savants auxquels on doit 
Tancienne théorie du mouvement permanent, Poncelet, Goriolis, Bélanger et 
Vauthier, étaient partis, pour établir Téquation de ce mouvement, du principe 
des forces vives, et ils avaient été obligés dès lors d'employer les hypothèses du 
parallélisme des tranches et de supposer, en outre, que les frottements de toute 
nature avaient, dans chaque tranche, la même intensité que si le mouvement 
était uniforme avec la même section et la même vitesse moyenne. M. Boussi* 
nesq avait , dès 1870, fait voir que ces hypothèses étaient doublement inexactes , 
et M. de Saint- Venant était arrivé à la même conclusion en 1872 (^^ et, selon 
lui, ffla question des frottements des fluides avait été longtemps une véritable 
énigme dont on cherchait mal et, par suite, vainement le mot. ^ 

Gomme dans tout mouvement autre que le mouvement uniforme, on n'a, 
a priori, absolument aucune indication sur le travail des forces intérieures, il 
devient évident que le principe des forces vives doit être abandonné lorsque 
Ion veut étudier un mouvement non uniforme, et c'est en partant d'un tout 
autre point de vue que M. Boussinesq a établi sa nouvelle théorie, ainsi que 
le montrent les détails dans lesquels je suis entré plus haut pour analyser la 
partie prindpale de son travail. 

Il est facile, en rapprochant les expressions données pour a et a! au nu- 
méro précédent, de voir qu'elles sont loin d'être identiques. 

La valeur numérique attribuée par Coriolisà a est 1.10, et M. Boussinesq, 
en donnant à 6 et 6^ les valeurs numériques résultant des expériences de 
MM. Darcy et Bazin, est arrivé pour a' à la valeur 1.11, pour laquelle on 
aurait, il est vrai, a» 1.066 seulement, vu qu'on a sensiblement ^^^:>f* 
Le peu de différence absolue entre a et a! tient donc, comme on voit, à ce que 
a' et a surpassent peu l'unité, et Ta de Goriolis n'est d'ailleurs aussi voisin 
de l'a' de M. Boussinesq que parce que Goriolis attribuait, en moyenne, aux 
filets fluides, des différences de vitesse un peu plus grandes que celles qui 
existent réellement. Quoi qu'il en soit, la valeur la plus adoptée de a se trouve 

^*^ Conques rendus de ^Académie des seieneet, tome LXXIV, pages 570, 6&9, 693, 770, séances 
des s6 février, &, 11 et 18 mars 1879. 
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presque identique à la valeur de a\ bien que cela n arrive ici que par un pur 
hasard. Il n'en est pas moins vrai que ceux qui ne considèrent que le point 
de vue pratique, sans se préoccuper du côté philosophique des questions, 
peuvent être fondés à regarder l'ancienne théorie (du moins celle qui rédui* 
sait a à l'unité et qui n'avait pas ainsi de grandes prétentions à l'exactitude) 
comme suffisante, puisque, tout en donnant des résultats numériques peu dif- 
férents de ceux que donne la nouvelle, elle est notablement plus simple. C'est 
évidemment là le premier raisonnement que se fera. tout praticien mis aux 
prises avec les difficultés de la question , et je ne puis m'empêcher, en ce qui 
me concerne, de le regarder comme un peu fondé. Quoi qu'il en soit, les deux 
théories conduisent à un même principe général dans lequel se résume, pour 
la pratique, tout le mouvement permanent, et c'est ce principe qu'il me reste 
à mettre en lumière. 

Reprenons ici l'équation la plus générale du mouvement permanent et 
écrivons-la sous la forme (sAj que lui a donnée M. de Saint-Venant, 

S'il s'agissait d'un canal découvert , on aurait dp = o à la surface libre , et cette 
équation se réduirait à la suivante : 

Remarquons maintenant que l'ancienne comme la nouvelle théorie assignent 
à F une expression de la forme 

de sorte que nous aurons, en multipliant d'ailleurs Téquation (so) p^r d$^ 

08 nds cj \ ds\ùgj 

« 

Dans cette expression tous les termes sont immédiatement intégrables, excepté 
le premier terme du second membre. Si l'on effectue ces intégrations entre 
deux sections données (Oo et œ^ séparées entre elles par la longueur s^—So^ 
comptée sur Taxe des «, et que l'on se contente de laisser l'intégration du 
terme ^B^U ds indiquée, il viendra 
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et si Ton suppose la longueur ^^^-^o assez petite pour que U ne varie pas 
sensibiement entre les deux sections coq et o^^ on pourra, en se rappelant 
d'ailleurs (n*^ < 08) que l'on peut poser 

1 ùg 

m 

écrire approximativement cette équation comme il suit : 

Le premier terme représente la différence des charges z^ et z^ sur les sections 
6)^, (ûo du courant fluide, en supposant que le plan horizontal supérieur à 
partir duquel sont comptés de haut en bas les z se confonde avec la surface 
libre supérieure du canal dans lequel a lieu le mouvement. La différence 
z^— Zo = Çj représente la charge sur la section inférieure w^ de la colonne 

w^,, w^ , charge aux dépens de laquelle a lieu le mouvement. ^^""^' et a ^ * " ' ^ 
représentent les diminutions de cAar^6 produites par leur conversion en pres- 
sion ou en force viye, et ^/(^^t^o) "~ représente la perte de charge qu'occa- 
sionne le frottement contre les parois* 

L'équation précédente conduit donc à ce principe que, dans le mouvement prn*-- 
manent, la charge hydrostatiqtie égale la somme des charges converties soit en près* 
sion^ soit en forces vives , et qui pourraient se transformer de nouveau en élévation de 
niveau y et de la charge perdue ou absorbée par les frottements, 

m 

On peut même généraliser encore ce principe en comprenant dans l'équa- 
tion générale les pertes de charge qui résulteraient de changements brusques 
de la section W ou de coudes entre les deux sections que l'on considère. Cha- 
cune de ces pertes de charge peut, en effet, s'estimer par un terme de la 
forme MA, comme celle des frottements et comme les transformations* de 
charge en pression ou en vitesse dues au mouvement même, h étant une 
hauteur due soit à une vitesse, SQÎt à une pression, et M un coefficient à 
déterminer pour chaque nature de perte ou de transformation de charge : 
de sorte que , si Ç^ est la différence des charges sur les sections coo et w, , 
l'équation du mouvement permanent se réduirait à 

(e"o) Ç, = 2MA. 

^') U faut se rappeler que les éqaatious de MM. Boussinesq et de Saint-Venant n ont pu être établies 
que pour un mouvement graduellement varie et non pour le cas de changements brusques de la sec- 
tion ou de la direction de i*axe. 



/ 
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Cette équation , presque évidente a pnari d après la nature même du mou- 
vement permanent, puisqu'elle n exprime en définitive que Tégalité locale et 
indépendante du temps entre le travail moteur et le travail résistant, est d'une 
extrême simplicité et d'une application des plus commodes, ainsi qu'on le 
verra dans la partie pratique de mon travail. 

Nous savons déjà, d'après ce qui a été dit précédemment, estimer les 
transformations de charge. Pour celles qui sont relatives à la pression, on 
aurait 

et, pour celles qui se rapportent à la vitesse. 

Les pertes de charge dues aux frottement^ (parois, changements brusques 

de section, coudes, ) peuvent s'exprimer d'une manière analogue, et 

leur somme vaudrait 2NA, N étant un coefficient à déterminer pour chaque 
nature de perte de charge; de sorte que l'équation {so") se transforme dans 
la suivante : 

équation qui, eu égard à Téquation de continuité Wjll^ = WoUoi devient 

U,î 






d'où l'on tirerait 




Si les pertes de charge dues au frottement étaient nulles ou négligeables, on 
aurait 

2NA=»o, 
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et Texpression précédente ne ferait que reproduire, comme on devait s'y 
attendre,. les expressions (y A et (yi^) des numéros 90 et 91. 
Il faut remarquer, d'ailleurs, que dans Téquation 

écrite plus haut, tous les termes de DMA ne sont pas nécessairement positife; 
ainsi p^ peut être plus petit que po, et alors le terme — T ^^^M de l'équa- 
tion (eÀ, qui n'est que la reproduction de la précédente sous une autre forme, 
devient positif et s'ajoute à la charge K^ au lieu de s'en retrancher. 

L'équation (eA se simplifie encore lorsqu'il s'agit d'un canal découvert, 
puisque, dans ce cas, on ap^—po^Oy et elle devient 

M £.-«(^'-^')-2«' 

à laquelle il faut toujours joindre Téquation de continuité 
q étant le débit par seconde. On tire de cette dernière 

et si Ion substitue ces valeurs dans l'équation (eA^ celle-ci devient 



équation qui permettrait, étant données q et les valeurs de oio et o)^, de dé- 
terminer la pente totale de superficie K^ entre les deux sections et de déter- 
miner ainsi, de proche en proche, le profil en long du courant d'eau sur 
toute sa longueur. Réciproquement, étant données les sections ojo et cû^ ainsi 
que la pente totale K^ entre ces sections, l'équation précédente permettrait de 
calculer la valeur du débit q. Mais, en pratique, on ne se sert jamais de ce 
procédé pour calculer le débit d'une rivière, ainsi que je le montrerai dans 
la partie pratique de mon livre. 

Je ferai remarquer maintenant que , si Ton pose 

dz 1 dp ' 
Traité d'hydraulique. — 1. 36 
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l'équation (^o), en y remplaçant d'ailleurs - par sa valeur B^U , peut s'écrire 
ainsi qu'il suit : 

(«J ;-iB.u'-.'i(f;); 

j est ce qu'on appelle la pente hydraulique de la conduite, c'est une pente fic- 
tive , qui se réduit à la pente réelle de superficie I lorsque Ton a affaire à un 
canal découvert pour la surface libre duquel on aurait rfjp=-o, et, dans ce 
cas, l'équation du mouvement permanent devient 

(ej I_XBn^ = a'^(iL^). 

\ 6/ 0) i d8\fàg/ 

123. Cas où il faut tenir compte de la courbure desjilets. — Tout ce qui vient 
d'être dit suppose très faibles les courbures des filets fluides, et si les circon- 
stances locales devaient leur faire prendre des courbures plus accentuées, les 
équations du mouvement permanent, telles qu'elles ont été établies dans ce 
qui précède, ne s'appliqueraient plus. La question se complique beaucoup 
lorsqu'il faut tenir compte de cette courbure, et M. Boussinesq l'a traitée, pour 
le cas d'un canal découvert d'une section rectangulaire très large , dans les 
paragraphes xviii et xix de son Essai sur la théorie des eaux courantes. Je ne cite 
ici que les résultats de son analyse , qui l'a conduit à l'équation 

dans laquelle h désigne la profondeur du canal ou la hauteur de sa .section 
rectangulaire, i la pente du fond par mètre courant. Si q désigne le débit par 
unité de largeur du canal, on a 

q^m, 

d'où 

11-2 

et, si l'on substitue cette valeur de U dans l'équalion (i56'), celle-ci ne con- 
tiendra phis d'autre inconnue que h et ses dérivées en s^ ce qui permettra de 
trouver, pour une valeur donnée de t, celle de h qui lui correspondra et de 
déterminer, par conséquent, le profil en long du courant d'eau. C'est, d'ail- 
leurs, ici le profil en long du fond qui sert d'axe des s. 
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On peut, dans Téquation (i56'), introduire la pente de superficie I au 
moyen de la relation évidente 

(15/) I-=t-g, 

d'où 

1 . dh 

Si l'on substitue cette valeur de t dans Téquation (t56'), divisée par h, que 
Ton remarque d'ailleurs que Ton a sensiblement 

en négligeant les carrés et produits des dérivées de A et U vis-à-vis de g-g-, et 
que la relation rf(lIA) = o, qui exprime ici TinvariabiHté du débit, conduit 
à la relation 

/ r /x * U^dh VdU d /U2\ 

1 équation (i56') deviendra 

(i6o') l = ^^ + a'i(^)-h'\\^(^) + i'^,m. 



Le premier terme du second membre n'est autre que le terme ^ 6 U apparte. 
nant au frottement à la paroi dans les numéros précédents , puisqu'ici on a 
^ — j ; on a d'ailleurs 1 = ^' de sorte qu'en définitive cette équation repro- 
duit l'équation U^) du numéro précédent en v retranchant du terme a ^(—\ 
un nouveau terme valant h [^j^{^-^^)-^^^j^j^^Y 

L'équation (i6o') se prêterait au calcul des pentes successives de super- 
ficie I en fonction des pentes t du fond, mais ce calcul ne serait pas facile, 
même pour le cas le plus simple où le profil en long du fond serait rectiligne 

pu circulaire et où l'on aurait par conséquent 3:5 = 0. 

On peut encore, au moyen des relations (i58') et (iSg') et de la rela- 

'*' Si L est la largeur très grande de la section , on a - = . .. ; mais aA peut se n^liger devant 
L,d'où?^ = i. 

ta h 

36. 
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tion (157'), qui donnerait 3^=3^+33» transformer l'équation (160') dans 



la suivante : 

Cette équation se simplifie lorsque l'on peut poser -1^2 = 0; car elle ne con- 
tient plus alors, dans son premier membre, que la pente de superficie I, qui 
se détermine ainsi directement en fonction de la profondeur h et de la vitesse 
moyenne U. 

Quoi qu'il en soit de ces diverses simplifications, je ne pense pas que les 
équations qui viennent d'être établies pour le cas oii la courbure des filets 
n'est plus négligeable puissent entrer dans la pratique ; les calculs auxquels 
elles donnent lieu sont trop compliqués pour cela. II faut donc, à mon sens, 
se borner, en ce qui concerne le mouvement permanent , aux équations résu- 
mées au numéro précédent et qui reposent sur le quasi-parallélisme et la très 
faible courbure supposée des filets, sauf à corriger les erreurs dues à cette 
hypothèse par des coefficients à déterminer par l'expérience dans chaque cas 
particulier, lorsque la courbure des filets doit, par suite des dispositions locales, 
s'accentuer de manière à acquérir des effets influents. 

S 3. Du MOUVEMENT NON PERMANENT OU A DEBIT VARIABLE. 

1 24. Mouvement non permanent dans un tuyau. — Le mouvement à débit 
variable, entièrement omis dans tous les anciens traités d'hydraulique, a été 
étudié théoriquement par MM. de Saint-Venant et Boussinesq; je l'ai étudié 
aussi, mais d'une manière toute pratique, dans trois mémoires que j'ai présen- 
tés à l'Académie des sciences et qui ont été insérés au tome XXI du Recueil des 
Savants étrangers^^K Les résultats de ces mémoires trouveront naturellement 
leur place dans la partie pratique de mon ouvrage, et je n'ai dès lors à m'oc- 
cup'er ici que de la question théorique. 

M. Boussinesq a commencé par analyser, comme il l'avait fait pour le mou- 
vement permanent, le cas où les mouvements sont graduellement variés ou 
tels que les dérivées secondes de la section fluide normale o) et de la vitesse 
moyenne U, ainsi que les carrés et les produits des dérivées premières, ont des 

^'^ L'ensemble de ces trois mémoires a été couronne par TAcadëmie des sciences et a obtenu le 
prix Dalmontde 1873. 
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valeurs assez petites pour pouvoir être négligées, et U a montré (S xxvi, n^ i qo 
de YEssai 9ur les eaux eaurantes), en se bornant d*abord au cas d'un tuyau 
plein de liquide, c'est-à-dire au cas où les sections 6) ne dépendent pas du 
temps, que l'équation (3i'), donnée au numéro 119, devait être remplacée 
ici par l'équation 

™'-sè-iX«».'*+('+")s(r;)+ïs- 

qui, après diverses transformations, devient, pour une section rectangulaire 
très large, 

(85 iw) , 8mI--^--i^ + a2j(-) + ^^, 

et, pour une section circulaire, 

m 

(97 bu) 8inI---^=.-^U+a,5(-) + -^^, 

et, s'il s'agissait d'une section quelconque, on aurait 

/ /! 'I • \ -1 ^ dp„ l' Z n^ I ' d / U2\ , 1 + ai; <iU 

(106 bis) 8inl--^=i XU +a ^(_) + -±_^. 

Ces trois équations ne diffèrent des équations (85'), (97') et (106'), données 
au numéro 119 pour le mouvement permanent graduellement varié, que par 

l'addition à leur second membre du terme -jr • 

g dt 

Le mouvement régi par les équations qui viennent d'être posées tend à 
devenir permanent et a pour limite le mouvement permanent graduellement 
varié, de même que celui-ci a pour limite le mouvement uniforme. 

125. Mouvement non permanent dans un, canal découvert. — Il s'agit toujours, 
comme au numéro précédent, d'un mouvement graduellement varié, et, pour 
l'analyser, M. Boussinesq a traité d'abord le cas particulier d'un canal dont 
les sections normales* sont des rectangles très longs, et dans lequel les mouve- 
ments se font parallèlement à un plan vertical perpendiculaire aux sections. 
Il prend ce plan pour plan des zx et pour axe des s et aussi des x sur une 
longueur finie très petite le profil longitudinal du fond, et, enfin, pour axe 
des z une normale au* fond, allant de bas en haut. 

On aura, en conservant les notations des numéros précédents (111 à 1 1 &), 
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V»o par raisoD de symétrie; u, to, p et Tordonnée z^ de ia sur&ce libre, 
égaie à La profondeur h du fluide dans le canal, seront indépendants de y, et, 
si Ton désigne d'ailleurs par i langue de la ligne du fond avec Thorixon, on 
aura , pour les composantes de la pesanteur, 

X=g^sint, Y = o, Z=yco8t, 

■ 

et les équations (i'), (16'), (18'), (19'), (a 3'), (2/1'), en y mettant les va- 
leurs (i5'), (i3'), (17') de Tj, Tg, s, u', w\ deviennent ici : 

du dœ 

(235') \ i dp . 1 ( dw , ^^\û)] 

w = o, AAg^=Bu^ (pour 2^ = 0), 

dh dh . du / I \ 

""-3?+**^' P = con8t., ^ = (pour z^h). 

La première de ces relations conduit à Téquation de continuité 

dh , djVh) 
di^ dt ~°' 
on en tire , en effet , 

^ o 

et la valeur de cette intégrale correspondante à z»A étant substituée dans la 
première équation de la cinquième ligne du groupe (2 35'), celle-ci devient 



3F + ^£+i*S^^"^ (pourz^A), 



soit 

dt 



^^f'udz^o. 



et si, dans cette dernière, on remplace I udz par UA, U désignant toujours ia 
vitesse moyenne sur la section , elle devient 



(.36') S + 



dh , d{Vh) 



dt d$ 



= 0. 
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Cette .équation se tirerait, d'ailleurs, immédiatemeiit deTéquation (M'), à 
laquelle je siub arrivé -au numéro i oi bisy et qui est 

Si i on désigne ici par / la largeur de la section rectangulaire dont h est la hau- 
teur, on aura 

En substituant ces valeurs dans Téquation (M'), celle-ci devient, puisque / 

est constant, 

dh , ,(Uft) 

m 

ce qui reproduit bien Téquation (286'). 

M. Boussinesq, en opérant sur les équations (â35'), et en se servant des 
méthodes d'approximation analogues à celles qu'il avait employées pour ana- 
lyser le mouvement permanent, arrive, en définitive, aux équations 

sini = ^ + a3j|^-j + -y-^ —j-j^. 

dh , jihlî) T • ^ 

Dans ces équations, i(^) est la pente par mètre du fond, I étant toujours la 
pente de superficie et ^ une nouvelle quantité ayant pour valeur 

+ Sî) 

n et a' avant les valeurs indiquées aux numéros 1 1 8 et 1 1 q. 

M. B<Li.«q démontre , M.» .qu'on , gé.ér<d«n«nl ponr tout. forme 
de la section , . 

ûi ^ fdê\^gj g dt g œdt^ 

OÙ, comme nous savons, le coefficient aa— i —î; n'est autre que a'. (Voir le 
n** 121.) 

^'^ La pente par mètre d^une ligne est mesurée par la tangente de l^angle qu'elle fait avec rhorizon 
ou par son sinus, lorsque, comme dans les couiv d*eau ordinaires, cette inclinaison est très faible; les 
notations t et sin t sont donc équivalentes avec la petitesse de Tangle. 
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1^6. Smpl^c(Uifm des équations. — M. Boussinesq indique une simpiifica* 
tion considérable , qui consiste à supposer que , dans la composante longitudi* 
nale de Taccélération u\ on puisse remplacer, sans erreur sensible, la compo- 
sante longitudinale u de la vitesse par sa valeur moyenne U. La première des 
formules (3') du numéro m devient alors 

d'oii l'on déduirait 

gj^ (à ^ g' dt '^d8\fig)' 

et , en vertu de cette relation et si l'on suppose d'ailleurs po constante et égale 
à la pression atmosphérique, comme cela convient au cas d*un canal décou- 
vert que nous traitons ici, et que dans la formule (37' ter) on mette pour 
B^o^X ^^ expression pour le régime uniforme iUx» cette dernière for- 
mule devient 



X 



sml = 6^LI +T\—)'\ — -37- 

01 d8\9g/ g dt 



C'est à cette formule que s'est arrêté M. de Sainte Venant , et il l'écrit de la 
manière suivante : 

I«^«X£. 1/U!\ . i^ 

d8 (a v ds\^g ) gat '* 

qui se déduit d'ailleurs immédiatement de l'équation (a^^ indiquée au nu- 
méro 107, où j'ai donné une première solution approximative basée sur la 
théorie de l'article i"(n~ 83 à io5). U suffit, en effet, de remplacer dans 
cette équation (<x!^\ la vitesse V du filet auquel elle s'applique par la vitesse 
moyenne U du faisceau des filets dont se compose la section normale ta. 

Il faut d'ailleurs toujours, à l'équation qui vient d'être indiquée, joindre 
l'équation de continuité, et l'on aura, en définitive, pour le mouvement non 
permanent considéré dans les limites d'approximation qui viennent d'être indi- 
quées et que l'on peut admettre dans la pratique, le système d'équations qui 
suit : 

d$ ûj'JT d9\^g ) g dt ^ 
(i) l^^Û^o 

^ ' 1 dt^d% ^' 
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127. Application à une espèce. — Pour montrer l'usage que l'on peut faire 
de ce système d'équations, je ne puis mieux faire que d'emprunter mon 
exemple à un rapport que M. de Saint-Venant avait été appelé à faire sur un 
mémoire relatif aux marées présenté par M. Partiot à l'Institut. La section du 
canal étant, comme précédemment, un rectangle allongé, si Ton désigne tou- 
jours par h la hauteur d'eau dans la section dont l'abscisse sur l'axe du cou- 
rant est 8, et par i la pente par mètre du fond du canal, on aura 

(•) <^)--. 

et l'équation de continuité deviendra ici, comme on l'a déjà vu plus haut, 
En tirant de la première de ces équations 

dt • ' dh 

et substituant cette valeur dans la première des équations (i) du numéro 
126, et en supposant d'ailleurs que U soit uniquement fonction de A, celle-ci 
peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

(3) di{ef + ^dh) + Mdi'^SlVœnr''^ 

et Téquation (2) devient 

d'où l'on déduit, en éliminant t entre ces deux équations, 

et, si l'on admet que F se détermine par la relation 

» = &_, 

indiquée sous la forme R^t==B^ll au numéro 109 pour le mouvement uni- 
forme W, l'équation (5) devient 

dhr i/rfU\21 

''' Dans ce mouvement on a I»i. 
Traité d*hydrau!ique. — L 87 
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d'où Ton déduirait 

d'où, intégrant, 

l) = !iy/g^+const., 

et si ho désigne la valeur de h correspondant à U = o , on aura 

(6) U = 2y^-3y/^ 

on déduira de là 

et Téquation (6) devient dès lors 

(7) a7+(3\/iÂ-^3vR)5; = o. 

C'est une équation aux diiîérences partielles , dont l'intégrale serait 

(8) «=-(3vî^-9V/P"o)*+'f'(*)' 

>\f élant une fonction arbitraire. 

Cette équation donnerait la courbe du frofil en long instantané du canal , 
c est-à-dire la courbe qu'offrirait, au bout du temps ^ l'intersection de la sur- 
face libre avec le cylindre vertical ayant pour base l'axe longitudinal du fond 
du canal. 

La courbe que représente l'équation (8) se propage, en se déformant, 
comme si chacune des couches parallèles au fond du canal élevée à la hauteur 
A' au-dessus de ce fond marchait avec une vitesse égale à 3 Ugh— 9 ^gK-, que 
l'on peut appeler la célérité de la propagation. 

M. de Saint-Venant a appliqué les résultats de son analyse aux intumes- 
cences que produit la marée à l'embouchure des fleuves dans l'Océan; il a 
admis pour cela la formule de Laplace : 



.^' 



(9) A«=A^+Hsin?^, 



dans laquelle h et ho ont la même signification que tout à l*heure , H dési- 
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gnant la hauteur de la marée à l'embouchure et T sa durée (12'* ait'), G le 
temps compté en fonction de la valeur de T si l'on veut, au bout duquel, à 
partir de l'instant de la basse mer, la hauteur d'eau est devenue h à l'embou- 
chure, ou bien le temps qui marque l'instant où chaque intumescence est 
partie de l'embouchure. 

De l'équation (9) on tirerait 

(10) S^^^arcsiny/^S 

ce qui permet de remplacer l'équation (8) par la suivante : 

(11) «=.(^-5)K, 
en posant 

(12) K = 3Y/g^-2V^ 

K est la célàité de la propagation ou la longueur qu'acquerrait dans l'unité de 
temps l'intumescence produite par la marée" dans la partie maritime de la 
rivière. • 

Il serait facile, au moyen de l'équation (9), de construire les valeurs de h 
qui correspondraient à des valeurs déterminées de G et,' en substituant ces 
valeurs dans la formule (12), on aurait les valeurs correspondantes de K; 
celles-ci, étant substituées ensuite dans l'équation (1 1), conduiraient aux va- 
leurs correspondantes de s. On aurait ainsi autant de profils en long instantanés 
que de valeurs de G. Il faut remarquer d'ailleurs que, dans l'équation (11) 
du profil en long instantané, { est une constante, et qu'on aura, dès lors, au- 
tant de courbes qu'on lui donnera de valeurs arbitraires. Enfin, il y a lieu de 
faire observer que l'équation (8) cesserait d'être applicable si, t augmentant, 
deux valeurs de h venaient à correspondre à une même valeur de l'abscisse s 
supposée sensiblement horizontale. Il y aurait alors déferlement, et les couches 
supérieures, gagnant de vitesse , dépasseraient les couches inférieures en retom- 
bant sur elles. 

Les résultats de l'analyse de M. de Saint-Venant sont, comme on le voit, 
très intéressants; mais, s'ils peuvent être utiles pour expliquer jusqu'à un 
certain point la propagation de l'onde de marée dans la partie maritime des 
rivières et même le phénomène du mascaret, il n'est pas possible, selon moi, 
d'admettre, avec cet éminent géomètre, que son analyse soit applicable aux 
crues des rivières. Il suffit de remarquer, pour s'en convaincre, qu'il n'est 

37. 



I 
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arrivé à ses équations quen supposant un canal rectangulaire de largeur con- 
stante et très grande dont le mouvement primitif serait nul, puisqu'il a sup- 
posé que la valeur de U correspondant kh^ho était nulle, et que, dans tous 
les cas, celte vitesse n'était fonction que de la profondeur A, et il a admis 
aussi que les frottements développés lors du passage de l'onde restaient insen- 
sibles, etc. 

Toutes ces hypothèses peuvent donner quelque chose d'approché, sur 
d'assez petites longueurs , pour la propagation des marées dans la partie mari- 
time d'une rivière , où la pente est à peu près nulle et la largeur très grande 
et à peu près constante, mais elles ne peuvent plus conduire à rien en ce qui 
concerne le régime d'une rivière en crue, dans laquelle la pente et la section 
sont éminemment variables, et pour laquelle le type des étales est le mouve- 
ment permanent ou tout au plus le mouvement graduellement varié ou quasi 
permanent^ et non le mouvement uniforme ou même l'état quasi stagnant. On 
ne saurait donc, à aucun point de vue, admettre que les formules qui vien- 
nent d'être données puissent trouver leur application dans la pratique pour 
l'étude du régime des rivières. • 

128. DeiLx cas essentiels du régime des rivières. — Il y a dans le régime 
variable d'une rivière deux cas essentiels à considérer. Dans le premier cas, 
un débit supplémentaire est introduit assez rapidement à l'origine du canal, 
comme cela arriverait, par exemple, par l'invasion dans la rivière de la crue 
brusque d'un de ses principaux affluents. Il résulte de cet afflux, quand il est 
subit, un fort tourbillonnement local et, par conséquent, des frottements con- 
sidérables entre les couches liquides, ce qui vient en' aide aux accroissements 
de pression, sensiblement constants de haut en bas, dus aux élévations de 
niveau, pour tendre plus vite à égaliser, dans une même section transversale 
du courant, toutes les vitesses horizontales des molécules, depuis le fond 
jusqu'à la surface libre du canal ; les pressions qui se produisent tendent à 
soulever violemment cette surface et à y produire des intumescences qui se 
propagent ensuite, soit vers l'aval, soit même vers lamont, suivant certaines 
lois. Et quand l'afflux, supposé toujours rapide, n'est pourtant pas assez 
brusque pour qu'il se produise, même au début, des tourbillonnements et 
frottements intérieurs pareils, il se forme encore des intumescences de la 
même nature, c'est-à-dire obéissant aux mêmes lois générales ou régies, soit 
par l'équation donnée ci-dessus des mouvements graduellement variés, quand 
les courbures n'en sont pas très notables, soit par d'autres plus complètes 
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(obtenues par M. Boussinesq aux numéros 187 et 180 bis de son livre) 
quand Finfluence de ces courbures se fait au contraire sentir. Dans Je second 
cas, au contraire, i'affluence des débits supplémentaires est progressive, et 
assez lente pour que le débit effectif à un moment donné ne diffère presque 
pas de ce qu'il serait, pour même hauteur d'eau, dans un régime permanent, 
comme il arrive tout au moins dans les parties inférieures des grands cours 
d'eau de fiaible pente, qui ne reçoivent guère que des crues parties de fort loin 
et, par conséquent, ayant eu le temps de s'étendre sur de grands espaces. 
Cet état peut donc êlre considéré comme un régime quasi pm^manent ^ car il est 
permanent à une première approximation. 

Dans le premier cas de débits par affluence rapide , les effets de la pesan- 
teur, c'est-à-dire des dénivellations du fluide, effets transmis par les pressions 
intérieures, prédominent sur ceux des frottements, tant intérieurs qu'exté- 
rieurs, au point que ceux-ci peuvent même souvent y être négligés pendant 
des périodes de temps modérées. Dans le second cas, au contraire, variation 
par affluence lente, les frottements tant intérieurs qu'extérieurs, sans devenir 
plus considérables (en valeur absolue) que dans le cas précédent, ont des 
effets aussi considérables que les pentes de la surface, beaucoup plus faibles 
que tout à l'heure, et ce sont les changements de pente d'un instant à l'autre, 
devenus fort lents, qui ont leur influence masquée par celle des frottements. 
On comprendra facilement que les lois du mouvement soient très différentes 
d'un de ces cas à l'autre. 

Le régime général d'une rivière est entre ces deux types extrêmes, de cha- 
cun desquels il se rapproche plus ou moins , suivant que les crues ont lieu 
par affluence plus subite ou plus lente, et ces deux types sont, dès lors, ceux 
qu'il convient surtout d'étudier. 

SA. RéciMB VAKUBLB PAR AFFLU8NGB LBNTB. 

129. Mouvement quasi permanent. — Le mouvement quasi permanent est le 
véritable type du mouvement par aflluence lente. J'ai donné la loi de ce mou- 
vement dans mon mémoire sur la digue de Pinay (note A), inséré au tome XXI 
des Savants étrangers ^ et si K représente toujours la célérité de la propagation, 
elle donne 

(■3) K-l,. 

Ce serait la vitesse d'un courrier qui, partant d'un point déterminé, suivrait 
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la crue dans sa propagation de manière à voir toujours à côté de lui le même 
débit qu'à son point de départ. K est donc la vitesse de propagation d'un 
même débit d'un poste d'observation de la rivière à un autre. 

Si « et &)' sont les aires de la section au même point de la rivière pour 
deux instants différents, U et U' les vitesses moyennes correspondantes, on 
pourrait, en pratique, remplacer la formule (i3) par la suivante : 



(tû) 



K = 



CJ — CJ' 



Voici comment on peut démontrer la formule (i3) : 

Fig. 36. Supposons (fig. 35) deux sections transver- 

sales séparées par la longueur as correspondant 
à l'intervalle de temps A^ et soient q^ et q^ les 
débits actuels dans ces sections. Gomme A^ est 
supposé être précisément le temps qu'emploie le 
débit actuel q^ de la première section à se pro- 
pager «ur la seconde, le débit sur celle-ci, qui 

est actuellement j,, croîtra sur place de q^ — q^ pendant le temps Af, en sorte 

qu'on a 




At 



Donc le volume (?^- j',) Af entré pendant l'instant A^ dans le petit réservoir 
que comprennent les deux sections (fixes) peut s'écrire aussi Ag^Af; et, 
comme il égale évidemment le produit de As par l'accroissement Ao) de la 
seconde section, produit qui mesure le volume emmagasiné dans le réservoir. 



on aura 



A^f A^ = /^ù) As , 



où Aj^ et A&) sont bien deux accroissements simultanés de débit et d'aire prcn 
dutts sur la même section. Par suite, la formule peut s'écrire aussi 



d'où 



et à la limite 



Ao^ As = Ag A^, 



As Aq 

At Ao; 



ds dq 

dt doj' 
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M. Boussinesq a étudié aussi d'une manière spéciale le mouvement dont la 
formule (i 3) est la loi, et qu'il avait vue dans mon mémoire sur la digue de 
Pinay. Il regarde, à une première approximation, le mouvement comme per- 
manent et suppose que la section « est une fonction F du débit j, que l'on 
peut supposer connue W, et de l'abscisse s qui fixe la position de cette section. 
On peut donc, sauf une erreur très petite due à cette hypothèse de la perma- 
nence du mouvement, poser 

&) = F(ç,s), 

et il ne reste à déterminer en fonction des deux variables indépendantes s et t 
que la seule inconnue q. 

L'équation de continuité (M'), qui a été donnée plus haut, est 

(M) ë+g-o; 

en posant 

^'-F'(î,.), 

et, par suite, à très peu près, 

l'équation (M') devient 

W. F'(^^)g + â = o. 

C'est une équation aux dérivées partielles de premier ordre, qui a pour 
intégrale 

(16) t=fF'{q,s)d8 + <p{q), 

(p étant une fonction arbitraire et l'intégration | F'(5f,«)rf« étant effectuée 

sans faire varier q. La vitesse de propagation K de chaque valeur de q s'ob- 
tiendrait, d'ailleurs, en faisant dans l'équation (16) croître i de dt et s d'une 
différentielle ds^Y^di choisie de manière que q ne varie pas. On aurait ainsi 

(/f — F'(5f,s)(fc=o, 
ou 

rf/ — F'(ç,s)Krf/=o, 

f 

'^^ Par des jaugeages faits sur les lieux aux moments d*ëlale. 
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d'où Ton tirerait 

ce qui reproduit la formule (i3) donnée plus haut. 

Je ferai remarquer maintenant que cette vitesse de propagation des débits, la 
seule que l'on puisse constater par l'observation, diffère de la vitesse de pro- 
pagation définie mathématiquement par M. Boussinesq, en considérant des 
plans transversaux marchant de manière à avoir constamment devant eux un 
égal volume d'intumescence. Si, dans ce nouvel ordre d'idées, on appelle g© 
le débit primitif supposé constant, c'est-à-dire le débit pour f== — oo, et que 
Wo = F(5fo«) soit la valeur correspondante de la section, le volume Q d'intu- 
mescence qui à l'époque t a traversé la section ct), l'abscisse s et de débit q, a 
pour expression 

et sa vitesse de propagation V serait 

dQ . 

(h 

i 

Reprenons maintenant l'équation (17) 

Cette formule devient, en y remplaçant q par oA] , 
(.0) K = U-f-«^- 

Celte dernière montre que la célérité de la propagation est plus gimnde ou plus 
petite que la vitesse moyenne de débit suivant que la dérivée j- est positive ou néga- 
tive , c'est-à-dire suivant que cette vitesse moyenne croit ou décroît sur la section à 
mesure que la hauteur d'eau augmente. Or, en général, dans les rivières, U aug- 
mente en même temps que «, si ce n'est pour celles où la largeur à fleur d'eau 
augmente subitement, ce qui n'arrive que dans les plaines submersibles; ce 
n'est que dans ce dernier cas que U peut varier en sens inverse de eo et que, 
par conséquent, la vitesse de propagation peut devenir plus petite que la 
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vitesse de débit. L expérience confiriqjs, du reste, eDlièrement ces déductions, 
et sur la Loire supérieure, que j ai eu pendant treize ans à observer dans mon 
service d'ingénieur en chef, j'ai constaté maintes fois que, dans les gorges du 
Pertuiset et de Pinay, oii la Loire est fortement encaissée et sans affluents 
notables, le maximum de crue observé aux échelles hydrométriques succes- 
sives de la rivière s'y propageait* de Tune à l'autre avec une vitesse très supé- 
rieure à la vitesse de débit, tandis qu'elle lui était notablement inférieure 
dans la plaine du Foreai , comprise entre ces deux gorges , et dans laquelle la 
rivière pouvait déborder sur de très grands espaces dès que l'eau s'élevait à 
3 mètres environ au-dessus du fond du thalweg. Je ne puis donc que signa- 
ler ici l'accord de la théorie et de l'expérience. Comparons maintenant la 
vitesse de propagation V donnée par la formule (19)9 et qui dans le travail 
de M.Boussinesq porte le numéro (&i5) (S xxxix^ page /179 de YEssai mr les 
eaux courantes) t avec cette différence qu'il désigne par 6) cette vitesse, que je 
désigne par V , et par a la section que j'ai toujours, pour me conformer à 
Tusage dès longtemps établi, désignée par co ; 

(19) \ ^lnJh. 

Si l'on veut introduire ici la vitesse de propagation des diverses valeurs du 
débit }, désignée plus haut par K, et en se rappelant queK— jîtt— 7* on peut 
écrire 

• 

Lorsque la crue est assez faible, c'est-à-dire lorsque q — q^ est une quantité 
assez petite par rapport à ^09 Téquation qui vient d'être posée prend la forme 

(21) r.^i-'^'i^o^')^ 

et montre que dans ce cas la vitesse de propagation V est égale à la célérité 
de propagation K des débits; mais lorsque la crue est forte, il n'en est plus de 
même , et les deux vitesses ne sont plus comparables. 

Remarquons enfin que, si l'on considère le cas d'une section rectangulaire 
très large, de hauteur H, ce qui peut être admis pour les grandes rivières, à 
une première approximation, la formule (17) deviendrait 

If — '^ 

Trailé d^hydrauliqae. — I. 38 
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et si i'oD admet la loi da régime aniforn^ , suffisamment exacte lorsqu'il s'agit 
d'un lit sensiblement prismatique sur une grande longueur, on a approxima- 
tivement 

Î=V^' 
ainsi qu'il est facile de s'en convaincre, d'où * 

Cette formule montre qu'à pente de fond égale la vitesse de propagation des 
débits varie proportionnellement à la racine carrée de la profondeur et en 
raison inverse de la racine carrée du coefficient de frottement extérieur B^. Il 
suit de là que c'est dans les parties profondes que la propagation doit mar- 
cher le plus rapidement, et les différences de la vitesse de propagation qui 
peuvent ainsi naître dans une même section transversale font que les diverses 
phases de la crue s'y produisent en avance ou en retard les unes par rapport 
aux autres, et, dans les points où il y a avance, la surface libre se relève par 
rapport à ceux où il y a retard. D'où résulte que le profil transversal de la «ur- 
face libre doit être convexe dans la période croissante de la crue et concave dans la 
période décroissante. Ici encore, les déductions théoriques sont en plein accord 
avec l'expérience, et il n'est pas un ingénieur de rivières qui n'ait constaté la 
convexité que prend la surface libre d'une rivière dans son profil transversal 
lorsqu'elle est en crue, et cette courbure peut même devenir très considérable 
dans les parties encaissées des rivières sujettes à de très fortes crues. C'est ce 
que j'ai constaté dans mon mémoire sur la digue de Pinay, pour les gorges du 
Pertuiset, où les crues s'élèvent jusqu'à i5 mètres et où la dénivellation de 
Taxe vers les bords dépasse a mètres dans la période aiguë d'une très grande 
crue. 

On peut encore tirer du régime quasi permanent quelques propriétés qu'il 
est bon de faire connaître, et pour cela je reprends les équations du groupe (i) 
du numéro 126. En substituant, dans la première, au terme ^- son équiva- 
lent ^B,U , elle s'écrit 

(23) • f^=XBuV^(^)+^^", 

\ / ds ù) i ^ ds\^gj g dt 

et la seconde, en y substituoint pour q sa valeur wU, peut s'écrire 

/ / \ d^ , Vdcû . dU 
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de cette équation on tire 



dû) Vdù} 



ds œ 

On a, d'un autre côté, et en vertu de la troisième équation du groupe (i) du 
numéro ia6, 

dq do) 
dU d /q\ J^dt'^^ dt 

En substituant ces valeurs de ^r et ^, et en y faisant d ailleurs U»=^f l'équa- 
tion (a3) devient 

y-^"^) ds gœldt cj dt] gœ'^ds'^Gj'^icj^' 

Cette équation est, aux notations près, celle que M. Kleitz a donnée dans sou 
mémoire inséré aux Annales des ponts et chaussées ^ année 1877, comme pou- 
vant s'appliquer d'une manière générale au régime des rivières. M. Kleitz est 
arrivé aussi à l'expression suivante de la vitesse de propagation des débits : 

dq 

dùD * 

Il trouve cette expression au moyen de l'équation de continuité (M') 

(M') t+S-o 

et de la relation différentielle 

(.6) t^'+pt^o, 

qui suppose nulle la différentielle de q considéré comme fonction de s et de t. 
De la seconde de ces équations on tirerait, en effet, 



d'oil , puisque la première donnerait 





dq 


dt 


a? 


dt"- 


~¥ 


lit 


d$ 


MM.V 


da> 


d$ 


dt' 



88. 
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on déduit 

dq 
ds dt 

dt 

OU 

dq 

(27) ^-§,' 

dt 

C'est là l'expression de la vitesse avec laquelle se propagent toutes les valeurs 
particulières du débit q^ expression qui n est qu'une généralisation de l'expres- 
sion (i3) propre au mouvement quasi permanent, où q n'est pas directement 
fonction de t, mais seulement de « et 6;, en sorte que l'on y a 

dq d£ doi) 

'3t""d(wrft ' 
et, par suite, la formule (37) se réduit à 






c'est-à-dire la/ormule (i3). 



L'expression (37) se met d'ailleurs aussi sous la forme suivante : 

dU 
(.8) K=-U+t.|. 

dt 

Il est facile de remarquer l'analogie qu'il y a entre les expressions (27) et (s 8) 
et les expressions (i3)et(3o) que j'ai données au numéro 129 pour le mou- 

dq 

vement quasi permanent, qui s'en déduisent en remplaçant ^ par p-, ce qui 

li 
suppose, comme je l'ai dit tout à l'heure, que q est seulement une fonction 

connue de w et de «, ou ne dépend de t que par l'intermédiaire de w, en sorte 
que l'on a 

dq dq dcj 

dt'~'dGj'di^ 

et, par suite, d'après(a7) , 

d<û 
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Le8 relations différentielles auxquelles est arrivé M. Kleitz, et qu'il a em- 
ployées à ébaucher une théorie des crues, ne paraissent donc pas suffisantes, 
et il faudrait arriver à les intégrer pour en tirer des résultats plus positifs. 

On remarquera maintenant que, si l'on réduit, pour plus de simplicité, 

à 1 les nombres aeti+voujp— et j m~^ l'équation du mouvement per- 
manent (co') du numéro i a a devient, puisque dans ce cas a = ij^ %^ — = i , 

et, puisque l'on a pour le mouvement permanent, 

dû) 



5t=0' 



l'équation de continuité (M') devient 



^(^")-«. 



OU 

Al ^ 

ds d$ 






d'où l'on tirerait 

ds 0) ds 

En substituant cette valeur dans (39) et pour U sa valeur ^9 celle-ci devient : 

\^^) ds cj^io^ gœ^ds 

Si l'on compare celte équation à l'équation ( a 5 ) du mouvement non per- 
manent, on voit qu'elle n'en diffère que par le terme "(gf ""^gj)» ^"^ 
s'ajoute à son second membre. 

M. Boussinesq a démontré mathématiquement, dans les paragraphes xxxvi, 
XXXV in et xxxix de son Essai sur les eaux courantes y que les ondes et les crues 
vont en s'aplatissant dans leur propagation de l'amont à l'aval , ce qui tient 
tant à l'inégalité de vitesse des filets fluides qu'au frottement du lit et à sa 
pente. M. Kleitz a admis h fait comme établi par l'expérience, ce qui est 
parfaitement exact, et j'ai eu occasion de le vérifier plus d'une fois sur la 
Loire. En s'appuyant sur ce fait et sur l'équation de continuité , on peut établir 
que Jfi débit maximum, en chaque endroity se produit un certain temps avant le 
maximum de la section. 
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L'équation de continaité 

donnant ^«=0 au moment du maximum de la crue, où Ton a -jr'^Oy et la 

variation du débit correspondante en suivant le flot maximum, ^^'^^^^ 

étant négative d après le fait, établi tout à Theure, de l'aplatissement progressif 
de la crue, on a pour ce moment 

dû) àq ^^ 

Donc q est déjà en train de diminuer à Tendroit considéré, au moment où 
l'on a ^ = , c'est-à-dire au moment où la section ou bien la hauteur de crue 

est à son maximum. 

L'endroit où, à un moment donné, a lieu le maximum de débit, est néces- 
sairement un peu en avant, par rapport au sens de la propagation, de 
l'endroit où a lieu, à ce même moment, le maximum de section; car, à l'en- 
droit où l'on a -T- = , la variation ^ rfs + -tt rff de « se réduit à jidt^ et elle 

est négative dès qu'on admet ce fait, démontré d'ailleurs, ainsi que je l'ai 
dit tout à l'heure, que le maximum de la crue va en s'atténuant d'amont en 

aval. Mais, puisque -jr dt ou -rz est une quantité négative, l'équation de con- 
tinuité donne 5 > o ; on a donc ^ > à l'endroit où jr ■*= o , ce qui dé- 
montre que le maximum du débit n'est pas à l'endroit où a lieu le maximum 
actuel de section, mais bien à une certaine distance en avant. 

M. Boussinesq a démontré aussi, au numéro 1 oâ de son Eisai êur les eaux 
courantes y que la hauteur d'eau est, à débit égal, plus petite quand le cou- 
rant est en crue que lorsqu'il est en étale, c'est-à-dire au moment où Ton a 

^«o^et plus grande lorsque ^a crue est en décroissance, d'où résulte, à l'in- 
verse, que, pour une même hauteur ^eau, le débit et la vitesse moyenne sont plus 
forts dans la période ascendante que dans la période descendante de la crue. C'est 
ce que l'expérience confirme encore W. 

^'^ Mémoire de M. Baumgarten sur la Garonne {Annales des ponts et chaussées de 18&8). Expé- 
riences des officiers américains sur le Mississipi; mémoire de M. GraeiF snr la digne de Pinay 
(tome XXI des Savants étrangers). 
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Il me reste à faire remarquer maintenant qu'en vertu de ]a relation (tiy)^ 
Téquation ( â 5 ) peut s'écrire ainsi qu'il suit : 



/ r I • \ (Iz 1 doj/jr aflf\ Q^ dû) , Y-o ù)^ 

^ / d$ gœ dt \ ù) / gnj^ d$ ca i q^ 

et, si Ton admet pour K sa valeur (i 7), qui convient au mouvement quasi per- 
manent, l'équation de ce mouvement deviendra 

dz _i^d^/<ig 9g\ q^ doj Xu Q^ 
ds'^ goj dt \d<jj 1j / goû^ ds cj la?' 

et, en vertu de l'équation de continuité 



elle devient 



d<k) , dq 



(3i) ^^ = XB2i_-L^('^ = HI)_ 

^ / ds cj ico^ goj ds \doj œ / 



q^ dû) 
gùj^ ds * 



équation qui ne contient plus U II ne faut pas oublier que, dans le mouvement 
quasi permanent, on a supposé que o) était une fonction connue de 9 et de «, de 
sorte que l'équation ci-dessus (a5 6t«) deviendra une équation aux dérivées par- 
tielles premières entre «, '» ? ^t jf ^» ^^'^ resterait à intégrer, et c'est ce qu'a 
fait M. Boussinesq au numéro 192 du traité des eaux courantes, pour en tirer 
notamment la loi de deuxième approximation qui vient d'être énoncée plus 
haut. 

Je crois en avoir assez dit sur le régime quasi permanent, qui est le type 
du mouvement non permanent par affluence lente, et il me reste maintenant 
à traiter le cas du mouvement non permanent par affluence rapide. 

S 5. RéciMB YARIABLB PAR AFFLUENGB RAPIDE. 

130. CangidéraUans générales. — J'ai déjà dit au numéro iâ8 comment 
un débit supplémentaire introduit brusquement à l'extrémité d'amont d'un 
canal y produisait une intumescence , qui se propageait ensuite soit vers l'aval 
soit même aussi vers l'amont suivant certaines lois, et ce sont ces lois qu'il 
s'agit maintenant de déterminer. 

M. Bazin a fait sur la propagation des ondes des expériences que j'aurai 
occasion de citer dans la partie pratique de mon livre, mais les lois qu'il en 
a déduites ne se vériBent qu'autant que le rapport de la hauteur de l'intu- 
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mescence à la profondeur primitive de Teau est une quantité assez petite. 
Lorsque la profondeur du canal est très grande par rapport à la hauteur 

de Tint u mescence, Tonde qui 
marche en tète de cette intu- 
mescence est toujours plus haute 
que la lame qui la suit, ainsi 
que rindique la 6gure 36. 

Lorsqu'au contraire, la hau- 
teur de l'intumescence au-dessus 
du niveau primitif se rapproche 
de la hauteur deau dans le canal, Tonde de tète ne domine plus la lame 
qui la précède, et elle déferle sans cesse, comme l'indique la figure 87. 
Gela tient peutrétre à l'influence des frottements à la paroi, qui, masquée 

p. j tant que la valeur du rapport 

de la hauteur de Tonde à la 
profondeur de Teau était très 
petite par l'influence prédomi- 
nante de la pesanteur ou de la 
pente de surface, commence à 
se manifester avec plus d'é- 
nergie dès que ce rapport s'approche de Tunité et, à plus forte raison, lors- 
qu'il devient plus petit que 1 . 

Si donc on veut faire une étude théorique de la question, il faut se placer 
dans les conditions où le phénomène est complet, c'est-à-dire dans l'hypo- 
thèse d'une valeur assez petite du rapport entre la hauteur maxima de Tonde 
et la profondeur de Teau. 

Si, dans un canal de longueur indéfinie et à section rectangulaire constante, 
le régime uniforme est établi avant la propagation de Tonde, les frottements 
entre les filets fluides et entre ceux-ci et la paroi font, d'après la condition 
même d'uniformité du mouvement, équilibre à la composante du poids de ces 
filets, suivant Taxe du canal ou suivant toute ligne parallèle au profil longitu- 
dinal du fond. On pourra, dès lors, faire abstraction de cette composante et 
réduire Taction de la gravité ^ à sa composante normale au fond. La pente 
du fond étant, d'ailleurs, toujours très faible, il s'ensuit que cette compo- 
sante ne diffère pas sensiblement de g, et les choses se passent, dès lors, 
comme si Ton avait affaire à un canal dont le fond serait horizontal et dans 
lequel Teau serait à Tétat d'équilibre statique. Il en est à peu près ainsi, 
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quoique les vitesses des filets diffèrent peu entre elles; car, si Ton adopte un 
système de coordonnées animé de la moyenne de ces vitesses, le liquide rap- 
porté à ces axes peut être considéré . comme à peu près immobile, ce qui 
résulte, d'ailleurs, aussi des expériences de M. Bazin. On peut donc, pour 
l'étude théorique de la question qui nous occupe, se borner au cas où Teau 
est en repos dans le canal ('^ , - 

Le caractère qui dislingue essentiellement le mouvement à étudier de 
celui des autres mouvements ondulatoires des liquidas, qui tiennent à des 
causes superficielles, consiste en ce que les vitesses horizontales des molécules 
fluides y sont sensiblement égales dans toute l'étendue d'une section normale 
du canal. L'expérience prouve d'ailleurs que, l'onde une fois formée, les frot- 
tements n'ont plus qu'une très faible influence, et la longévité si connue de 
Fonde soUtaire le prouve d'une manière* évidente. Gela permet d'admettre, à 
partir du moment où l'onde occasionnée par l'introduction brusque d'un débit 
supplémentaire à l'origine du canal est formée, l'hypothèse de la fluidité par- 
faite de laquelle résulte immédiatement l'égalité de pression en tous sens, 
comme on l'a vu au numéro 69 (i** section, chap. i**). Lorsque les actions 
tangentielles ont des valeurs relativement faibles et négligeables, comme cela 
arriverait ici, leur influence n'est, d'ailleurs, que masquée, pour ainsi dire; 
car c'est l'effet de ces actions tangentielles qui produit la continuité du mou- 
vement, en empêchant le3 molécules contiguën d'avoir des vitesses assez diffé- 
rentes entre elles pour produire la disjonction. Il faut donc toujours se rap- 
peler, tout en négligeant, à une première approximation, les frottements 
intérieurs, que leur action ne saurait être entièrement nulle, et, sans la con* 
tinuité qu'elle assure, les questions d'hydrodynamique ne seraient plus que 
des problèmes indéterminés. 

Les considérations que je viens d*exposeF résultent des belles études de 
M. Boussinesq sur la propagation des ondes. La première, qu'il présenta en 
1869, est aon savant mémoire intitulé: Théorie des ondes liquides périodiques y 
que l'on trouve pu tome %X du fiecueil des Savanis étrangers. La seconde, qui 
traite spécialement la question de la propagation des ondes causée par 
aflluence rapide des débits supplémentaires dans un canal, a été présentée à 
l'Académie des sciences ep 1871 et insérée au Journal de Liouville en 1872. 

^') Toutefois, aux paragraphes xxyu, xuvi et xxxvii de son livre, M. Boussinesq a tenu compte des 
in^alitës de vitesse des divers filets fluides ainsi que des effets particuliers dus i la pente du fond et 
à son frottement, et il a rendu compte avec ime grande précision des particularités qui distinguent les 
ondes propagées le long d'une eau courante de celles que transmet une eau primitivement en repos. 

Tndié d'hydraulique. — I. ^9 
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Ce mémoire est intitulé : Théorie des ondes et des remous qui se propagent le long 
d'un canal rectangulaire horizontal en communiquant au liquide contenu dans ce canal 
des vitesses sensiblement pareilles de la surface au fond. Les intumescences qui se 
propagent dans ces conditions, et qu'on peut appeler ondes de translation, dif- 
fèrent essentiellement des ondes périodiques. 

M. Boussinesq a repris la question de la propagation des ondes dans son 
Essai sur les eoMX courantes ^ en la rattachant aux méthodes d analyse suivies 
dans cet ouvrage (S ii\u à xxxvni inclusivement); mais, pour la question spé* 
ciale des ondes de translation que nous avons à étudier ici, c est son mémoire 
de 1 87 1 , inséré au Journal de Liouville^ qui ma paru le plus intéressant, et c'est 
dans ce travail que j'ai puisé ce qui va suivre. J'ai conservé, d'ailleurs, à ses 
équations les numéros qu'elles portent dans le mémoire, en affectant chaque 
numéro de deux accents, et je désignerai par V la vitesse de propagation qu'il 
désigne par &>, afin de ne rien changer aux notations que j'ai précédemment 
adoptées. 

131. Mise en équation du problème. — Désignons par or, y, 2; les coordon- 
nées rectangulaires d'un point de la niasse fluide au bout du temps t et parp 
l'intensité de la pression ou la pression par unité de surface en ce point. Les 
z sont, d'ailleurs, comptés de bas en haut à partir du plan horizontal consti- 
tuant le plafond du canal et qui est pris pour plan des Xy y; ti, v, w sont les 
composantes de la vitesse du point suivant les trois axes, composantes qui 
sont des fonctions de a;, y, z, t; X, Y, Z sont les composantes de Faction exté- 
rieure rapportée à l'unité de masse. 

Si l'on se rappelle ce qui a été dit plus haut que, l'onde une fois formée, 
on pouvait admettre l'hypothèse de la mobilité absolue, on pourra appliquer 
immédiatement à la question qui nous occupe l'équation (F') du numéro 
86 frts^.en y changeant seulement le signe de:^, qui est maintenant compté 
de bas en haut, eX en y faisant X=* , Y = , Z =§-, ce qui donne 

f-«^'-''(f)-^4(S'+(f)'+(f)']' 

la fonction (p étant telle que l'on ait 

d(p d^ ^ 

dx ' rfy * dz ^ 

l'équation qui précède devient, par l'intégration. 
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et l'équation de continuité 

du.dv j^dw 
'dx*dydz "^ 

devient 

Le plafond du canal est horizontal par hypothèse et les composantes hori- 
zontales u et t; doivent, d'après ce qui a été dit plus haut de la nature 
du mouvement, avoir des valeurs sensiblement égales, à un instant quel- 
conque, pour toutes les molécules situées sur une même verticale. Si ^o 
est la valeur de la fonction (p aux divers points du plan des xy du plafond du 
canal, et que Ton remarque que wo\x ^ doit être nulle pour 2= 0, d'après la 
condition spéciale à la paroi, on aura pour ^ la valeur suivante : 

qui, eu égard à la relation (12''), devient^ 

(,3-) ^_^._£,.j;@+^)v.. 

Si Ton se rappelle que, d'après la définition du mouvement, ^9 ^ ou ^1 ^ 
diffèrent très peu de leurs valeurs ^% -^ au fond, l'équation (iS*') pourra 
s écrire ainsi qu'il suit : 

et, en substituant cette expression dans le second membre de la formule ( 1 S""), 
on pourra ainsi, par approximations successives, calculer ^ en série conver- 
gente, et, si l'on pose d'ailleurs d'une manière symbolique 

on aura finalement l'expression 

Pour arriver à cette formule, on a supposé que les valeurs tt, v des compo- 
santes horizontales de la vitesse ne différaient pas de celles qu'elles ont au fond 

39. 
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du canal. Mais M. Boussinesq a donné de cette formule une démonstration 
complète indépendamment de cette hypothèse restrictive (Journal de Liouvilk, 
s"" série, tome XYIII, 1873), ce qui permet de lappliquer non seulement aux 
mouvements des ondes de translation que nous avons à étudier ici, mais encore 
à tous les mouvements onduiatoii*es des liquides. 

Si Ton désigne maintenant par po la pression atmosphérique supposée con- 
stante , par H la profondeur du canal dans sa partie non encore agitée, par H + & 
la hauteur variable, fonction de^, y, tdans les parties actuellement agitées du 
fluide, h étant une quantité assez petite, condition nécessaire, comme on Ta 
vu au numéro i3o, pour que le phénomène de la propagation de Tonde soit 
complet, par P la partie de la pression p qui ne varie pas suivant la loi hydro- 
statique, on aura 

On peut annuler la fonction (p aux points très éloignés où le mouvement ne 
doit pas arriver de longtemps, à condition de ne changer nulle part les déri- 
vées enxy tfyzàe cette fonction, et ]a formule (11") devient dès lors 

Pour déterminer la fonction arbitraire, on remarquera qu aux points très éloi- 
gnés où l'on a 9 = 0, les quatre dérivées de (p en x, y, Zj t et les quantités P 
et h s annulent à la fois; la fonction arbitraire est nulle dès lors, et Ton en 
déduit immédiatement 

(.6-) p=-pk+f +U(i)'+(fy+®T ■ 

A la surface libre on a, d'ailleurs, P=- , puisque P représente la partie de la 
pression non soumise à la loi hydrostatique. Il faut, déplus, exprimer qu'une 
molécule ne peut, dans son mouvement, quitter cette surface. Si donc, dans 
l'équation de la surface libre on fait croître t de dtj y de udt et y de vdt, l'or- 
donnée H-l- A delà molécule, aux points qu'elle occupera ainsi successivement, 
devra croître de wdt^ et les conditions relatives à la surface libre sont, dès lors, 
les suivantes : 

^A+f+i(«'+»Vw)=o, 

^*' ^ > dh , dh , dh 
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Si Ton se rappelle que notre canal est à fond horizontal, que sa section nor* 
inale est un rectangle très allongé et qu elle est perpendiculaire au plan des xz , 
on verra que Ion n^a à considérer que des vitesses parallèles à ce plan, indé- 
pendantes dey et par conséquent des formes cylindriques de la* surface libre. 
La fonction ^o 6t la partie variable h de la profondeur ne dépendront plus, 
dès lors, que de x et f, et, si Ton admet que la propagation du mouvement se 
fasse vers les x positifs, Uo et ^ seront nuls pour a?=cx5, et l'on aura 

ce qui transforme la formule (i h') dans la suivante : 

(18 ) ^ — J^ «o*^- na^+riXàSP - 



et les équations (17') dans les suivantes, en se rappelant, d'ailleurs, que u et 
w sont les dérivées de ^ en x et en z, 



0, 



Ces deux relations en h et en u^ régissent les variations de ces deux fonctions 
en a: et ( et, si ces fonctions pouvaient être déterminées, la question serait 
résolue; caries équations {iS") et (16'') donneraient ensuite les composantes 
fi et w de la vitesse et la partie P non hydrostatique de la pression dans tous 
les points de la masse fluide, dont nous avons admis plus haut la mobilité 
parfaite comme hypothèse comportée par la nature même du mouvement de 
Tonde, ce mouvement étant une fois régulièrement établi. 

Si h est très petit, il en sera de même de la vitesse i«o au fond, et ses déri- 
vées successives^seront de plus en plus petites, ce qui rend très rapidement 
convergente la série (18'). On pourra, dès lors, négliger, dans la première 
des équations (19^^), tous les termes qui sont très petits par rapport à Ho et, 
dans la seconde, tous ceux qui seront très petits par l'apport à ^, et ces deux 
équations deviennent ainsi, à cette approximation, 



n^^-s^^ 
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En différentiant la première de ces équations deux fois en x^ en ajoutant lé 
résultat multiplié par H à la seconde différentiée deux fois en t^ M. Boussinesq 
arrive à la relation 

(2* ) w-«^w^- 

C'est Téquation différentielle à laquelle était arrivé Lagrange pour le mouve- 
ment des ondes dans un canal peu profond. 

Il résulte de là cette conséquence très remarquable, cest qu'à une première 
approximation la vitesse de propagation des ondes est régie par la loi de ItOgrange, 
qui est, comme on le sait, 

Si Ion considère, d'ailleurs, ce qui se passe vers les x positifs, on remarquera 
que Uo et h sont nuls pour ^=0, et l'intégrale de l'équation (21'') serait, dès 
lors, 

/ étant une fonction arbitraire , 
v^^ / \ et «o aurait pour valeur 




Si l'on veut de cette première approximation passer à une seconde, il faut, 
dans la première des équations (ig""), conserver le troisième terme et le 
terme u^ de la parenthèse qui termine le premier 'membre, et, dans la 
seconde de ces équations, la partie — A^ du premier terme, plus le second 
terme, et dans le second membre de cette même équation le second terme. II 
faut remarquer de plus que ces termes, ^tant très petits, pourront être évalués 
en y substituant pour h et tio leurs valeurs données par le système (âû'^) qui 
résultent de la première approximation; on arrive ainsi aux équations 

(ab ) { 

M. Boussinesq différentie la seconde de ces équations, et fait observer que la 
valeur des termes entre parenthèses, étant très petite, peut être regardée 
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coteme une simple fonction de x—t^gH et a sa dérivée en t égale au pro* 
dnilpar'— y/^ de sa dérivée en x; il ajoute au résultat de cette opération 
la première des équations (^^5''), après l'avoir différentiée deux fois en x et 
multipliée par H, et il arrive ainsi à Téquation suivante 

qui devient la base de son analyse. 

132. Vitesse de fropagaiion. — La hauteur variable h que comprend Tin- 
tumescence, o\i l'excès en chaque point de la profondeur actuelle sur la pro- 
fondeur primitive , est ce que M. Boussinesq appelle h hauteur de rintumescence ^ 
et il appelle volume de Vinlv/meseence la quantité totale de liquide qui se trou- 
vera dans le canal sur une largeur égale à l'unité en plus de celle qui y serait 
contenue si le niveau primitif n'avait pas changé. La partie (t de ce volume 
comprise au bout du temps t depuis la tête de l'onde jusqu'à la section nor- 
male dont l'abscisse est x^ soit l'aire de la section longitudinale comprise entre 
la surface libre actuelle et la surface libre primitive entre ces deux points, 
aura pour expression 

(27 ) ^^\ ^^* 

Si l'intumescence est limitée à son arrière, c'est-à-dire si elle est terminée du 
côté des X négatifs par une abscisse particulière, on peut regarder comme 
insensibles les valeurs de h au delà de cette abscisse, et alors on aura pour er 
une valeur finie Q. Si l'intumescence est illimjjtée et que Ion considère la 
partie comprise entre sa tète et une abscisse Xo très éloignée , si l'on suppose, 
d'ailleurs, et c'est là l'hypothèse fondamentale au moyen de laquelle M. Bous- 
sinesq est parvenu à expliquer bien des parties obscures jusqu'alors du phé- 
nomène, que cette abscisse Xo soit variable d'un moment à l'autre d'après la 
condition que le volume considéré reste constant, et que l'on désigne par Q 
ce volume, on aura 

(28'') Q^rhdx, 

formule qui serait applicable aussi à l'onde illimitée en y faisant ^o'^*-^* 
Chaque élément hdx représente une partie de Tîntumeseence comprise entre 
deux plans normaux à Taxe des x et distants l'un de l'autre de la quantité dx. 
On peut supposer que ces plans marchent du côté des x positifs de manière 
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que chacun d'eux ait toujours devant lui une partie constante d'intumescence , 
ce qui revient à admettre que l'élément hdx ou dtr d'intumescence reste con- 
stant pour la succession de tous les instants du mouvement , et la vitesse de 
propagation de chacun des plans considérés ou de la section fluide qu'il 
détermine sera celle de la partie adjacente d'intumescence. 

La vitesse de propagation qui s'introduit nécessairement dans tout mouve* 
ment non permanent a maintenant sa définition mathématique : cette vitesse 
est celle des plans transversaux normaux à Vaxe du canal qui marchent de munière 
à avoir constamment devant eux un volume constant de crue ou d^inlumescence. 
J'avais déjà fait pre^entir au numéro 199 cette définition, établie maintenant 
dans toute sa rigueur. Elle permet de déterminer la vitesse de propagation de 
chaque partie d'intumescence, tandis que les expressions de la célérité de 
propagation déterminée au numéro 129, à l'occasion du mouvement quasi 
permanent, ne donnent que les vitesses avec lesquelles se propagent les 
débits d'un point à un autre du canal. On voit qu'il ne faudrait pas confondre 
ces deux vitesses, qui, si elles peuvent donner le même résultat dans le cas 
particulier cité au numéro 1999 peuvent, au contraire, différer notablement 
dans tous les autres. 

Désignons par V la vitesse de propagation définie comme il vient d'être 
dit et dont l'expression s'obtiendra en écrivant que le second membre de 
l'équation (27*) ne varie pas lorsqu'on fait croître t de dt et x àe \pdl, ce 
qui conduit à l'équation 

et, en différenjtiant cette équation en â;, on arrive à la suivante : 









dont l'analogie avec l'équation de continuité, dont nous nous sommes si sou- 
vent servi dans ce qui précède, est frappante. Cette équation est, en effet, 
pour une section riectangulaire très large de hauteur A, 

Elle exprime la conservation des volumes de chaque élément du débit, et 
l'équation {^^'')$ Ift conservation du volume de chaque élément de l'intumes- 
cence. 
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La valeur de ^ tirée de réqaation (39'^) et mise dans Téquation fonda- 
mentale {^6') de la fin du numéro i3i rend celle-ci intégrable une fois par 
rapport à x. Elle devient, en remarquant d ailleurs que h et ses dérivées 
deviennent nulles pour a? =00, 

M. Boussinesq arrive, par des procédés d'analyse ingénieux, que je n'ai pas à 
reproduire ici et que trouveront dans son mémoire les personnes qui vou- 
draient s'en rendre compte, à réduire cette expression à la suivante : 

d'où , en élevant au carré , 

(36-) V>4H+5a + »S]. 

Cette équation donné V en A et ^9 et l'équation (29'') conduirait, sous forme 
6nie, aux variations de h qui se produisent pendant un temps assez court. 
M. Boussinesq, par diverses transformations sur cette équation, arrife à la 
relation 

équation aux dérivées partielles, qui régit A lorsqu'on choisit er et t pour 
variables, 

M. Boussinesq détermine ensuite les valeurs des composantes de ti^ de u 

et de w. Pour cela, il remplace dans la seconde des équations (sB'') 7- par 
sa valeur —d-j^ tirée de l'équation (29") et V par sa valeur tirée de l'équa- 
tion (35'). Il multiplie ensuite l'équation ainsi transformée pareil?, intègre 
avec la condition que, pour x=^oo,hetses dérivées en x deviennent nulles, 
et obtient ainsi la valeur suivante de tio ; 

Cette valeur de Uo vérifie, d'ailleurs, la première des équations (aB"), si l'on 
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se rappelle que — est égal à ^d-r^ d'après Téquation (29*'), et que les 

termes du second ordre de petitesse ont leur dérivée en ( à très peu près égaie 
au produit de leur dérivée en x par — \/^. 

Enfin lanalyse de M. Boussinesq l'a conduit aux expressions suivantes des 
composantes « et w de la vitesse : 




"/ h\dk , \ {rfi ^^\d^h'^ 




W = — Z 



Quant à la vitesse moyenne U, qui a ici pour expression 

elle devient, en ayant égard à la valeur de u donnée par la première des 
équations (&3'), 

Si l'on multiplie les deux membres de cette équation par A+ H, on voit facile- 
ment que, en ayant égard à l'équation (3/i'), le second membre sera sensible- 
ment égal à ÀV , d'ojk l'on déduit . 

(A+H)U-AV^, 



AVp 



d'où 

ou bien 

U h 

Telle est la relation fort simple qui existe entre la vitesse de débit et la vitesse 
de propagation. Elle renferme comme cas particulier celle que Bidone avait 
trouvée dans ses expériences sur la propagation des remous. En négligeant, 
en effet, A par rapport à H, la formule (&3^) donnerait 



UH-V/, 



qui est la formule de Bidone. 
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133. Mouvement du centre de graintéy énergie et moment d^inêtabilité de Fonde. 
— Ce qui vient d'être dit suffirait, au besoin, pour analyser le mouvement des 
crues à affluence rapide; pour compléter les détails dans lesquels j'ai cru 
devoir entrer à ce sujet, je citerai encore ici quelques résultats intéressants 
auxquels l'analyse a conduit M. Boussinesq. II a trouvé d'abord que (lorsqu'on 
néglige les frottements) le centre de gravité de l'intumescence se maintient 
constamment à une même hauteur au-dessus de la surface libre primitive du 
canal , et que sa vitesse de propagation est constante. 

Chaque intumescence se caractérise essentiellement par son volume total 
et par sou énergie, et, en désignant par Q ce volume total et par £ l'énergie, 
M. Boussinesq en donne les expressions 

En6n , il trouve que le moment d'instabilité M de Tonde a pour expression 

et il démontre que cette expression conserve la même valeur d'un instant h 
l'autre. L'onde est donc caractérisée par les trois intégrales invariables Q, E 
etM. * . 

13Â. Application à Tonde solitaire. — On sait que la projection subite d'un 
débit fini dans un canal y produit une onde unique, qui va ensuite en se pro- 
pageant très loin sans se déformer d'une manière apparente.' Les premières 
expériences sur la vitesse de propagation de cette onde sont dues à sir Scott 
Russe!, et M. Bazin en a fait depuis de nouvelles. M. Boussinesq a étudié de 
son côté cette onde caractéristique, dont la longévité dépasse de beaucoup 
celles de toutes les autres. ^1 fait remarquer tout d'abord que la conservation 
de sa forme entraine immédiatement cette conséquence que les vitesses de 
propagation de toutes ses parties doivent être sensiblement constantes. On doit 
donc trouver la loi qui régit son mouvement en supposant V constante dans 
la formule (34'). 

En désignant par h^ une quantité constante telle que l'on ait 

/lO. 



316 TRAITÉ D'HYDRAULIQUE, 

la formule (3/t") deviendrait 



Ah 

En multipliant cette équation par ù-rzdx et intégrant de manière que A» o 
et j^== pour 0? »=oo, on en déduit 

j-^ étant positif, il faut que A^ — A soit par conséquent positif, puisque A'-o 
pour a;»oo. M. Boussinesq remplace Téquation (55') par la suivante, dont 
Tidentité avec elle est facile à vérifier, 

Cette équation i différentiée en a;, donne # 

et son intégrale est, en désignant par c et e' deux constantes arbitraires et en 
posant ^ = \/||T» 

« 
Cette équation vérifie féquation (56'), à condition de poser 







'2 1 


ou 




• 
' 1 


et il vient, dès lors. 




■V 


(5/) 




a AL 


ou bien encore 







]. 



(b^j'^bis) V^ïl^ ±coshypa(x — c)l* 
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Il faudra prendre, d'ailleurs, dans la parenthèse, au second ftrme, le signe 
supérieur + et non le signe inférieur — ; car, si Ton prenait le signe —, comme 
un cosinus hyperbolique est toujours égal ou supérieur à Tunité, la valeur de 
h serait négative et elle deviendrait, d'ailleurs, inGnie pour a:«c, cas pour 
lequel on aurait t^-o; or nulle valeur négative de h ne saurait évidemment 
dépasser H en valeur absolue. 

L'équation (57'), résolue par rapport à l'une de ses exponentielles inverses, 
donnerait, d'ailleurs. 



(57'..r) .•",-"-d=,(»^-l)+^4(ï-i)'-., 

formule qui permettrait de calculer x pour chaque valeur de h au moyen des 
tables de logarithmes ordjpaires. 

Si Ton suppose, d'ailleurs, que l'onde marche vers les x positifs avec la 
vitesse de propagation V , l'abscisse c de son sommet sera égale àVJ,si l'on 
compte le temps t à partir de l'instant où ce sommet passe à l'origine. L'équa- 
tion (57") deviendra celle de la surface libre, qui s'écrira 



• 



(58') 



4*1 



a + e«(*-V) + e-*<'-V) 



Cette relation montre que la surface libre de l'onde, symétrique par rapport 
à la section normale menée par son sommet et dont l'abscisse est â:»V r, 
s'abaisse de part et d'autre de cette section de manière à se raccorder asym- 
ptoliquement avec la surface primitive pour a: — Vj=±oo. 

Enfin la surface de l'onde est convexe aux points dont l'élévation est supé^ 
rieure aux deux tiers de sa hauteur totale, et concave aux points plus bas; 
c'est ce que montre l'équation {hW). 

La constante h est, d'ailleurs, la valeur maxima de A, ainsi que cela résulte 
de l'équation (55"). Cette équation montre, en effet, que la dérivée -^ ne 
s'annule que pour h^o et A « Ap et si l'on fait maintenant A » A^ dans l'ex- 
pression (63"), celle-ci donne 

# 

V.-VnHTT), 

qui n'est autre chose que celle qui résulte des expériences de sir Scott Russel 
stir l'onde solitaire, confirmées par celles de M. Bazin. 
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La figure 78 donne les dispositions de Tonde solitaire calculée pour^^» ^• 
La courbe a, de part et d autre de Taxe, ses inflexions à Tordonnée^* 

M. Boussinesq a, d'ailleurs, démontré que le centre de gravité de Fonde soli- 
taire se trouve au tiers de sa hauteur aurdessus du niveau primitif. 

Il me reste maintenant à donner quelques expressions intéressantes , aux* 

Fig. 38. 




'Ail. 



2.2^2 K 



«I 



9 

quelles la belle analyse de M. Boussinesq Ta conduit pour Tonde solitaire. 7i 
Q désigne son volume total et E son énergie , dont deux expressions ont déjà 
été indiquées plus haut, il trouva 



d'où 



on a, d'ailleurs, aussi 



{etiUer) 



F ^ 



Q-aHv^ 






135. Conséquences diverses relatives au mouvement des ondes. — M. Boussinesq 
tire de ces formules diverses conséquences relatives au mouvement des ondes 
en général, que je ne puis mieux faire que de citer ici textuellement. 

(f Lorsqu'une onde se propage dans un canal dont la profondeur H est len- 
tement décroissante d'un point à un autre, comme cela avait lieu dans les 
expériences de M. Bazin, le fond du canal doit réfléchir sans cesse une petite 
partie du mouvement de manière que le volume et Ténergie de Tintumescenc% 
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se propagent entre Tonde directe et cette onde réfléchie '^^ ; celle-ci étant de 
longueur croissante et d'une hauteur évidemment très petite, son volume 
deviendra fini, sans que son énergie, qui est à la fois proportionnelle • à ce 
volume et à sa hauteur, cesse de rester très petite; Tonde directe conservera 
donc, à fort peu près, toute Ténergie de Tin tumescence, et comme elle gar- 
dera sensiblement la forme d'une onde solitaire, sa hauteur h^ et le rapport de 
son volume Q à cette hauteur s'obtiendront à un instant quelconque au moyen 
des formules (ô/i" ter), où E restera invariable. On voit que Tonde devient plus 
élevée, plus courte et, par conséquent, moins stable, jusqu'à ce qu'enfin elle 
manque de base et déferle. Le contraire arriverait si la profondeur allait en 
augmentant: alors Tonde réfléchie sera négative, mais n'aura toujours qu'une 
énergie négligeable, et la hauteur décroissante A^ ainsi que le volume crois- 
sant Q de' Tonde directe seraient encore donnés en chaque point par les for» 
mules (6û' tor).* 

M. Boussinesq démontre, d'ailleurs, que de toutes les intumescences d'égale 
énerde, c'est Tonde solitaire qui présente la stabilité la plus grande, cette 
onde étant la seule qui jouisse de la propriété de rendre Texpression du mo- 
ment d'instabilité M donnée plus haut un maximum et un minimum, ce qui 
tient à ce que cette onde est la seule qui ne se déforme pas en se propageant. 
M. Boussinesq fait remarquer que, ttsi le moment d'instabilité d'une onde 
dépasse assez peu sa valeur minimum, la forme de Tintumescence oscil- 
lera autour de celle d'une onde solitaire de même énergie, sans en diflerer 
jamais beaucoup; elle ne pourrait en efl*et s'en écarter notablement sans que 
le moment d'instabilité grandit, ce qui est impossible, puisque ce moment ne 
varie pas d'un instant à l'autre; ou plutôt, une onde solitaire se formera bien- 
tôt, car les frottements, dont nous avons fait abstraction, finissent par éteindre 
les oscillations de la forme effective autour de sa forme limite, tout comme 
ils finissent toujours par ramener à leurs positions d'équilibre stable des points 
matériels qu'on n'en a pas trop écartés. On conçoit même, vu l'absence de 
toute autre forme stable autour de laquelle une onde puissie osciller, que toute 
intumescence susceptible, par son volume positif et modéré, de former une 
onde solitaire assez peu haute pour ne pas déferler, prenne au bout d'un cer- 
tain temps cette forme. Ainsi s'explique la facilité avec laquelle se produisent 
les ondes solitaires, n 

m 

^') Cette réflexion des ondes est confirmée par Inexpérience , et M. Bazin cite une expérience du canal 
de Bourgopie, constatant la réflexioii d'une onde venue d*un bout d'un bief sur féduse d'aval et con- 
tinuant ensuite en sens inverse. 
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(t Lorsque rintumescence est, ou positive et d'un volume considérable, ou 
négative , il n existe plus de forme stable qu'elle puisse prendre. La formule 
(34'), qui fournit à chaque instant la vitesse de propagation de ses diverses 
parties, permet de prévoir la plupart des circonstances qui se présentent alors. 

rr Examinons d'abord le cas où l'intumescence est positive et sans fin , comme 
il arrive lorsqu'on verse continuellement du liquide à l'entrée d'un canal hori- 
zontal et de longueur indéfinie , ou que l'entrée d'un tel canal est constituée 
par un piston que l'on pousse en avaAt d'une manière continue. Si l'on admet, 
pour simplifier, que l'effusion du liquide ou le mouvement du piston soit uni- 
forme, il est évident que l'on verra une lame liquide, dont la hauteur sera 
bientôt sensiblement constante, s'avancer progressivement sur l'eau tranquille 
du canal, et que la vitesse de propagation de cette lame, multipliée par sa 
hauteur, sera l'expression du volume liquide projeté en dehors ou refoulé par 
le piston dans l'unité de temps et par unité de largeur du canal. La cour- 
bure de cette lame étant très petite, abstraction faite des phénomènes excep- 
tionnels que peut présenter sa tète ^^\ la dérivée seconde de A en a; devient 
négligeable, et la formule (35') donne 

(73") \\^^{n+hy 

Cette formule subsiste, d'ailleurs, indépendamment des frottements inté- 
rieurs du fiuide, pourvu que l'onde conserve sensiblement la même forme 
pendant un certain temps, et c'est, au moyen du principe des quantités de 
mouvements établi au numéro 36 (Introduction) que M. Boussinesq le dé- 
montre. 

(f Si l'on considère en effet, dit-il, le volume liquide compris à l'époque t 
entre deux sections normales, l'une de hauteur H et menée en aval de l'onde, 
l'autre de hauteur U + h menée en un point du canal où la courbure de la 
surface soit insensible, et où, les forces centrifuges étant par conséquent négli- 
geables, la pression soit à peu près soumise à la loi hydrostatique, les actions 
exercées sur ce volume suivant l'axe du canal se réduiront, si les frottements 

^^^ Les expériences de M. Bazin ont établi , comme on Ta déjà vu au numéro 1 3o , que la léte de Tin- 
tumescence ^t précédée d'une onde spéciale, mais que Tensemble de cette intumescence s'élève à 
une hauteur à peu près constante au-dessus de la surface libre, ce qui jusliGe Thypothèse d'une cour- 
bure très petite. M, Boussinesq explique, d'aiUçurs, par la formule (3&') la formation de cette tète 

ainsi que la valeur -A de sa hauteur moyenne. Il explique aussi, par la mAme formule, le dédou- 
blement d'une intumescence, positive limitée, mais assez grosse, en plusieurs ondes solitaires, etc. 
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extérieurs sont négligeables, à la pression ^pg [11 + h) exercée sur la seconde 
des deux sections considérées et à celle de sens contraire -pgVt exercée sur 
la première; le produit de leur somme par Télément dt doit égaler Taug- 
mentation de la quantité de mouvement suivant les x de ce même volume. 
Cette augmentation est égale à l'accroisse ment pendant le temps dt de la 
quantité de mouvement possédée suivant les x par la quantité de matière qui 
se trouve au delà de la seconde section, moins celle que possède le liquide 
étranger au volume considéré qui a traversé cette section pendant Tinstant dt, 
et si U désigne la vitesse commune des molécules qui traversent la section , la 
première des quantités est pU(H + A) V rft, à cause de la progression VA de 
la lame dont la forme n est pas supposée changer notablement et la seconde 
est évidemment pU (H + h) Hdt; on a donc 

lp^(H+A)'-ipfftf-.pU(H+A)V^-pU(H+A)U. 
Qu bien 

{^U') g^&(H+J)-(V^-U)(H+A)U. 

D'autre part, le volume fluide (]l + h)\]dt qui traverse une section sur l'unité 
de largeur dans le temps dt est évidemment le même que celui h V dt qui , au 
bout de ce même temps, se trouve au delà de cette section en vertu du mou- 
vement de propagation de Fonde, et l'on a, dès lors, 

(75") (H + A)U«*V. 

En éliminant U entre ces deux équations, on en tire 

(76') v',-(r(H+|*+5^), 

formule qui se réduit à la formule (73') lorsque le rapport de A à H est très 
petit. ii 

Passons maintenant au cas de l'onde négative, qu'il faut avant tout déOnir. 
L'onde étant positive lorsque son sommet s'élève au-dessus du niveau primitif j elle 
est négative lorsque son sommet est aurdessùus de ce niveau. L'onde négative se 
produit, d'ailleurs, par la soustraction subite d'un certain volume d'eau, de 
même que l'onde positive se produit par l'addition subite de ce volume. 
Les expériences de M. Bazin ont établi que l'onde négative se forme d'une 
partie concave se raccordant en tête et en queue avec la surface libre au 
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moyen d'arcs convexes, comme l'indique la figure 39, mais que peu à peu 
elle s'allonge pour donner lieu à des ondes de hauteurs décroissantes et 
alternativement concaves et convexes , c'est-à-dire négatives et positives. 



fig. $9- 



M. Boussinesq explique encore complètement ces propriétés de Tonde néga- 
tive, et si l'on considère d'abord l'onde dans sa première forme simple, son 
centre de gravité sera situé à très peu près à la même hauteur par rapport à 
la surface libre primitive que le serait celui d'une onde positive de même 
hauteur, soit au tiers de la hauteur de l'onde , comme on Ta déjà vu plus haut. 
M. Boussinesq, en appelant | l'abscisse, H + 97 l'ordonnée du centre de gra* 
vite, avait, 'pour une onde quelconque ^ positive ou négative ^ trouvé la formule 

qui donne la vitesse de propagation ^ de ce centre. 
En faisant dans cette Iformule 17 = — g A, elle devient 

et l'on retombe ainsi à très peu près sur la formule donnée par M. Bazin 
pour la vitesse àe propagation de l'onde négative, puisque le centre de gra- 
vité se trouve sur la verticale passant par le sommet de l'onde, et que c'est le 
passage du sommet aux divers postes d'observation qui a été seul observé 
dans ses expériences* crMais la forme simpde, ajoute M. Boussinesq, imprimée 
d'abord à la surface libre ne tarde pas à s'allonger; la formule (SA") montre 
en effet que , h étant négatif, les parties concaves pour lesquelles la dérivée 
seconde de A en x est plus grande que zéro se propagent, à hauteur égale, 
moins vite que les parties convexes, et que, d'autre part, les parties les plus 
basses de l'onde sont celles qui se propagent avec le moins de célérité. Donc 
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la tète de la dépression, étant pios hante que le corps et se trouvant en même 
temps convexe « tandis que le corps est concave, se propagera plus vite et s'al-» 
longera ainsi de plus en plus en s'aplatissant. La queue, au contraire, allant, 
pour la même raison, plus vite que le corps, se raccourcira sans cesse tant qu il 
restera au-dessus de la surface libre et convexe. Un tel raccourcissement ne 
pouvant être indéfini et, d'autre part, une partie convexe étant absolument 
nécessaire pour le raccordement de Tonde avec la surface libre qui existe à 
son arrière, cette partie convexe finira par s'élever tout entière au-dessus de la 
surface libre primitive. Alors h étant positif, le dernier terme de la formule (3 W^ , 
devenu négatif, pourra surpasser l'avant-dernièr en valeur absolue d'une quan- 
tité telle que le second membre de cette formule n'y soit pas plus grand 
qu'aux points les plus bas de la dépression. Mais l'onde positive, ainsi produite 
à la suite de l'onde négative donnée, aura forcément, à son arrière, pour se 
raccorder avec la surface libre, une partie concave qui ne pourra pas subsis- 
ter si sa vitesse de propagation est supérieure à celle de l'onde qui la pré* 
cède. La vitesse de cette partie concave devant être plus petite que \/â^H, le 
second membre de l'équation (36") montre qu'il faut absolument qu'on y ait 
& < o , ou que l'onde positive convexe soit suivie d'une onde négative. 

frf)n appliquant à celle-ci le raisonnement fait sur la première, on voit qu'il 
se formera nécessairement à la suite de l'onde négative donnée une infinité 
d'autres ondes alternativement positives et négatives, les unes convexes, les 
autres concaves, de manière que les points d'inflexion du profil longitudinal 
se trouveront sensiblement sur la surface libre primitive prolongée. Ces ondes 
auront, d'ailleurs, une énergie décroissante de l'une à l'autre, sans quoi l'inté- 
grale I h dxy dont le produit par pg est la somme de ces énergies, ne serait 

pas finie et constante, comme on a vu plus haut qu'elle l'était, v 

Il est impossible, comme on le voit, d'explicpier d'une manière plus complète 
les phénomènes que l'expérience a indiqués pour la prq>agation des ondes, 
et la formule {^à") peut, dès lors, être regardée comme celle qui régit la loi 
de la propagation des oujdes dans un canal indéfini et de section rectangulaire 
constante, et pour le cas, bien entendu, où le rapport de la hauteur de l'onde 
à la profondeur du canal est très petit. M. Boussinesq finit en examinant ce 
qui résulterait du fait que l'onde négative, allant en s'allongeant sans cesse, 
finit par n'avoir plus de courbure appréciable , et ainsi par être tellement 
longue que l'on puisse la considérer comme une onde négative indéfinie , et de 
courbure négligeable. 

4i. 
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Dans ce cas, réquation (3&'), dans laquelle il faat supposer nulle la déri- 
vée seconde de A en a:, devient 

(77') V^-vP('+Ib). 

ce qui rend intégrable Téquation ( s 9') de la surface libre ; on peut en effet 
écrire 

(78') h\^^,yfg[{E-[-hy-{n + h)y/Ê], 

et réquation ( 3 9') devient 

dont rintégrale serait 

(80O x«r.[3v/tf(H + A)-2V/p]+>^(A), 

t// étant une fonction arbitraire de h. Cette équation montre que, si h ne 
varie pas , les accroissements de x seront égaux à ceux de t multipliés par 

La formule (78'), en se rappelant que U = îr^ (n* iSa), donnerait* 



(81') U-2v/?(H+T)-avfH. 

■ 

Les formules (80') et (81"') reproduisent exactement, comme on le voit, 
les formules (8) et (is) du numéro 127, auxquelles M. de Saint* Venant a 

été conduit pour le cas ou le rapport g n est pas petit, mais en négligeant la 
courbure de la surface et en supposant que U ne variait qu avec h. 

Je termine en faisant remarquer qu'il est peu de questions où la théorie et 
Texpérience soient plus d'accord que dans celle du mouvement par aifluence 
rapide qui vient d'être traitée; 

C'est, d'ailleurs, ici que doit s'arrêter la partie théorique de mon ouvrage, 
dont je vais maintenant aborder la partie pratique. • 
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